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Prefacio 


Oriundo principalmente do estudo da mecanica e da astronomia, o Calculo, chamado tam- 
bem Calculo infinitesimal, nasceu no fim do seculo XVII, com os trabalhos de Newton 1 e 
Leibniz 2 . Hoje em dia, ele e usado em todas as areas da ciencia, e fundamental nas areas 
da engenharia. 

A presente apostila content a ementa da materia Calculo I, como ensinada no Departamento 
de Matematica da UFMG. Ela tern como objetivo fornecer ao aluno um conhecimento ba- 
sico dos conceitos principais do Calculo que sao: limites, derivadas e integral. Ela tambem 
prepara o aluno para as outras materias que usam Calculo I nos cursos de ciencias exatas 
(fisica e matematica) e engenharia, tais como Calculo II e III, EDA, EDB, EDC... 

A apostila comega com um capitulo sobre fundamentos, fazendo uma revisao de varios 
conceitos basicos em principio ja conhecidos pelo aluno: equagoes, inequagoes, piano car- 
tesiano e trigonometria. A partir do Capitulo 2, o conceito de fungao e introduzido. A nogao 
central de limite e abordada no Capitulo 4, e a de derivada no Capitulo 6. O resto do texto e 
sobre o objeto central desse curso: a nogao de integral, o Teorema Fundamental do Calculo, 
e as suas aplicagoes. 

O texto content bastante exercicios, cuja compreensao e fundamental para a assimilagao 
dos conceitos. As solugoes, as vezes detalhadas, se encontram num apendice. 

Essa apostila esta em fase de elaboragao. Qualquer sugestao, critica ou corregao e bem 
vinda: sacha@mat.ufmg.br. 

Agradego as seguinte pessoas pelas suas contribuigoes: Euller Tergis Santos Borges, Fe¬ 
lipe de Lima Horta Radicchi, Fernanda de Castro Maia, Hugo Freitas Reis, Marina Werneck 
Ragozo, Mariana Chamon Ladeira Amancio, Pedro Silveira Gomes de Paiva, Toufic Mah- 
med Pottier Lauar, Prof. Carlos Maria Carballo, Prof. Fabio Xavier Penna (UNIRIO), Prof. 
Francisco Dutenhefner, Prof. Hamilton Prado Bueno, Prof. Jorge Sabatucci, Profa. Sylvie 
Oliffson Kamphorst Silva, Profa. Viviane Ribeiro Tomaz da Silva, Prof. Viktor Bekkert. 

Alguns videos, criados uma vez para atender a uma classe online, se encontram em 

www.youtube.com/chachf 

Esses videos content uma boa parte do conteudo da presente apostila, mas alguns sao de 

1 Sir Isaac Newton (Woolsthorpe-by-Colsterworth, 4 de janeiro de 1643 — Londres, 31 de margo de 1727). 

2 Gottfried Wilhelm von Leibniz (Leipzig, 1 de julho de 1646 — Hanover, 14 de novembro de 1716). 
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qualidade baixa e precisam ser regravados.... 
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Capitulo 1 
Fundamentos 


“A good course is a course with many stupid questions.” 

Wendelin Werner, medalhista Fields 2006 

“Quern faz uma pergunta bobafica com vergonha 5 segundos. Quern nao per- 
gunta nadafica bobo para sempre...” 


Um faxineiro do ICEx, 2008 

Calculo lida com fungoes de uma ou mais variaveis reais. Portanto, ele necessita de uma 
compreensao boa das principals propriedades dos numeros reais, e suas manipulates na 
resolugao de problemas elementares. 

Esse capitulo content lembretes sobre a aritmetica elementar dos numeros reais, assim 
como a descrigao de certos conjuntos do piano cartesiano, como retas e circulos. Nao pre- 
tendemos dar uma exposigao completa sobre esses assuntos, mas apenas lembrar alguns fatos 
e estabelecer notagoes a respeito de coisas elementares conhecidas pelo leitor. 

A materia desse capitulo sera usada constantemente no restante da apostila: e importante 
o leitor verificar que ele consegue fazer todos os exercicios. 


1.1 Numeros reais 

O conjunto dos numeros reais, R, pode ser visto como o conjunto dos pontos da linha real, 
que serao em geral denotados por letras minusculas: x, y,s, t, u, etc. K e munido de quatro 
operagoes aritmeticas basicas: adigao (+), subtragao (—), multiplicagao (x ou •) e divisao 
(A, ou simplesmente /). 

Lembremos a importancia de dois numeros com papel relevante com respeito a adigao e 
multiplicagao. Primeiro, o elemento 0 (“zero”) e tal que x + 0 = 0 + x = x, x-0 = 0- x = 0 
para todo x. Um real x diferente de zero sera as vezes chamado de nao-nulo. 

Por outro lado, o elemento 1 (“um”) e tal que x • 1 = 1 • x = x para todo x e K. E impor¬ 
tante lembrar que a divisao por zero nao e definida. Portanto, simbolos do tipo x/0 ou 0/0 
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS 


nao fazem sentido. No entanto, 0/x = 0 para todo i/O. 

Os subconjuntos de K serao em geral denotados usando letras maiusculas. Por exemplo, 
A = {0, 1, 2} e o conjunto que contem os tres numeros reais 0,1 e 2, e B = (0,2) e o intervalo 
aberto que contem todos os reais entre 0 e 2 (ver abaixo). O conjunto dos numeros naturais 
e 1 

N:={1,2,3,...}, 

e o conjunto dos inteiros e 

Z:={..., —3, —2, —1,0,1,2,3,... } . 

As operagoes entre conjuntos sao: intersegao (n), uniao (U), diferenga (\). O conjunto 
vazio sera denotado por 0. 

1.1.1 Equagoes do primeiro e segundo grau 

Considere a equagao do primeiro grau: 


1 + 4x = —7. (1.1) 

Resolver essa equagao significa achar o(s) valor(es) da variavel x para os quais a igualdade 
em (1.1) e verdadeira. Esse conjunto de valores sera denotado por S e chamado conjunto 
de solugoes. A resolugao e bem conhecida: isolando x obtemos uma unica solugao x = —2. 
Portanto, o conjunto das solugoes de (1.1) e S = {—2}. 

Considere em seguida a equagao do segundo grau: 

x 2 = 9. (1.2) 

Aqui, sabemos que existem duas solugoes, x = ±-/9 = ±3, logo S = {+3,-3}. 

Agora, ja que um numero negativo nao possui raiz quadrada, a equagao 

x 2 = —4 

nao possui nenhuma solugao real: S = 0. Finalmente, 

x 2 = 0 


possui uma unica solugao: S = {0}. 

Um outro jeito de entender (1.2) e de escreve-la x 2 —9 = 0 e de fatorar o polinomio x 2 —9, 
obtendo um produto de dois fatores: 

(x — 3)(x + 3) = 0. 

x Ao longo da apostila, o si'mbolo sera usado para definir um objeto. Por exemplo, A:={x e R : x 2 > 1} 
significa que A e definido como o conjunto dos numeros reais cujo quadrado e maior que 1. 
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS 


1.1. Num eros reais 


Para o produto de dois fatores (aqui, x — 3 e x + 3) ser zero, e necessario que pelo menos 
um deles seja nulo. Se for o primeiro, x — 3 = 0, entao x = 3. Se for o segundo, x + 3 = 0, 
logo x = —3. De modo geral, para x ser solugao de uma equagao da forma 

(x — a)(x — /3) = 0, (1.3) 

pelo menos um dos fatores, (x — a) ou (x — /3), deve ser igual a zero, o que implica x = a 
oux = j8. Portanto, o conjunto das solugoes de (1.3) e dado por S = {a, /3}. 


Olhemos agora para a equagao do segundo grau da forma geral 

ax 2 + bx + c = 0. (1.4) 

Se a = 0, essa equagao e do primeiro grau, 

bx + c = 0 , 

e a sua unica solugao e dada por x = — £ (supondo b ^ 0). Isto e, S = {—§}■ Por outro lado, 
se a 7 ^ 0, entao dividindo (1.4) por a, e completando o quadrado obtemos: 


Portanto, 


0 = x 2 + -x + 


(* + £) 2 = (£) 


(* + ^) 2 -(£) 2 + ;). 


b \2 


2a' 


b 2 —4ac 


Defina A :=b 2 —4 ac. Se A < 0, nao tern solugoes: S = 0. Se A > 0, podemos tomar a raiz 
quadrada em ambos lados dessa ultima expressao, e obter 


Isto e. 




—b±-\/A 


2 a 


(1.5) 


Resumindo: quando a / 0, o conjunto das solugoes de (1.4) e dado por 

0 


se A < 0 (zero solugoes) 
se A = 0 (uma solugao) 

{ ° 2 q VA } se A > 0 (duas solugoes) . 


{ —I 

>■ 2a > 
—b±V A i 


Exercfcio 1.1. Resolva as seguintes equacoes. 

1. l-x = l 4. (x + l)(x — 7) = 0 

2. x 2 = 1 5. x = x 

3 1 = x + 1 6 . x = x 2 


7. 1 = 0 

8 . 6 x 3 — 1 = 3x(l + 2x 2 ) 

9. (x + 6 )(x + 1 ) = 1 


Exercfcio 1.2. Mostre que se y e [5 forem dois numeros positivos satisfazendo 

' 2 /5 2 


2 r- 


r 


H-— 2 . 

2 2 


entao ou y + [5 = 2 , ou y — [5 = 2 . 

Exercfcio 1.3. Existe um triangulo retangulo de area 7 e de perimetro 12? 
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1.1.2 Ordem e intervalos 

Existe em K uma relagao de ordem: dois reais x,y podem ser comparados usando os se- 
guintes simbolos: 

• r=y: “xe igual a y”, 

• r/y: “re diferente de y”, 

• r>y: “re maior ou igual a y”, 

• r>y: “xe estritamente maior que y”, 

• r<y: “xe menor ou igual a y”, 

• x < y: “x e estritamente menor que y”. 

A ordem permite definir subconjuntos elementares de R. Por exemplo, os reais nao- 
negativos R + sao definidos por 


R+:={x G M : x > 0}, 

(leia-se: “o conjunto dos numeros reais xel tais que x seja > 0) e os reais positivos por 

R* :={x G R : x > 0}. 

Podem tambem ser definidos conjuntos particulares chamados intervalos. Comegaremos 
com os intervalos limitados. Sea < b sao dois numeros reais, o intervalo fechado e definido 
como 

[a, b]:={x G R : a < x < b}. 

Leia-se: “[a, b] e definido como o conjunto dos numeros reais x tais que x seja maior ou 
igual a a, e menor ou igual a b”. O intervalo aberto e definido como 

(a, b):={x G R : a < x < b}. 

Observe que (a, b) pode ser considerado como obtido a partir de [a, b] retirando as extre- 
midades: (a,b) = [a, b]\{a, b}. Definam-se tambem os intervalos semi-abertos (ou semi- 
fechados) 

[a, b):={xGR:a<x<b}, (a, b]:={xGR:a<x<b}. 

Graficamente, representaremos esses intervalos da seguinte maneira: 


a b c d 

♦ <?-♦ ♦ 

[a, b) [■ c,d ] 


^ feTi 


/ 


R 


Introduziremos tambem intervalos nao-limitados: os semi-infinitos fechados 
(—oo,a]:={xGR:x<a}, [c,+oo):={xgR:x>c}, 

e os semi-infinitos abertos 

(— oo, a):={x G R : x < a}, (c,+oo):={xgR:x>c}. 


Por exemplo, 
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS 


1.1. Num eros reais 


a 


(- 00 ,a] 


(c, + 00 ) 


Observe que “+ 00 ” e “— 00 ” nao sao numeros reais propriamente ditos; +00 (respectiva- 
mente — 00 ) e somente um sfmbolo usado para representar a ideia (meio abstrata) de um 
numero maior (respectivamente menor) do que qualquer real x. 


Exercicio 1.4. Simplifique as expressoes, usando as notagdes introduzidas acima. 


1. A = {x G K : x 2 < 4} 

5. 

E = {x:x<2}u[0, + 00 ) 

2. B = {x : x > 0} 0 {x : x < 1} 

6 . 

F = [l,2]n(-oo;l] 

3. C = {x : x < 1} fi {x : x < 0} 

7. 

G = [ 0 , l] n [ 0 , \] n [ 0 , |] n [ 0 , |] n... 

4. D = {x : x > 1} 0 {x : x < —1} 

8. 

H = [0,1] U [1,2] U [2,3] U [3,4] U ... 

1.1.3 Inequagoes e sinal 



Considere a inequagao do primeiro grau: 



2 

— 2x > 1. 

(1.6) 


Como antes, “resolver” essa inequagao significa achar todos os valores de x para os quais a 
expressao em (1.6) se torne verdadeira. Por exemplo, x = 0 e solugao, pois o lado esquerdo 
vale 2-2-0 = 2, que e > 1. Mas em geral uma inequagao pode possuir mais de uma solugao, 
as vezes possui infmitas solugoes. O conjunto de todas as solugoes, tambem denotado por S, 
pode ser calculado da seguinte maneira. Primeiro, 0 conjunto S das solugoes nao e modificado 
ao adicionarmos (ou subtrairmos) expressoes iguais em ambos lados de uma inequagao. Assim, 
adicionando 2 x em cada lado de ( 1 . 6 ), obtemos 

2 > 1 + 2x. 

Podemos em seguida subtrair 1 em ambos lados: 

1 > 2 x. 

Agora, 0 conjunto S das solugoes nao e modificado ao multiplicarmos (ou dividirmos) ambos 
lados de uma inequagao por um numero positivo. Assim, dividindo ambos lados da inequagao 
1 > 2x por 2 obtemos \ > x, isto e x < Assim, qualquer real x menor ou igual a \ torna 
a desigualdade em (1.6) verdadeira. Logo, S = (— 00 , |], 


Observe que (1.6) pode tambem ser resolvida subtraindo 2 em ambos lados, 

— 2x>—1. (1.7) 

Passando —2x para o lado direito e —1 para o lado esquerdo obtemos 1 > 2x, o que equivale 
a 

2 x < 1 . ( 1 . 8 ) 

Vemos que (1.8) e obtida a partir de (1.7) trocando os sinais (i.e. multiplicando ambos lados 
por — 1 ), e trocando 0 sentido da desigualdade. 


7 


Calculo 1, Versao 1.02 (26 de fevereiro de 2015). Sugestoes, crfticas e corregoes: sacha@mat.ufmg.br 



1.1. Numeros reais 


CAPITULO 1. FUNDAMENTOS 


Exemplo 1.1. Resolvamos agora uma inequagao do segundo grau: 

x 2 — 3x + 2 > 0 . (1.9) 

Primeiro, o polinomio do lado esquerdo da desigualdade em (1.9) pode ser fatorado: x 2 — 
3x + 2 = (x — l)(x — 2). Assim, (1.9) e equivalente a 

(x — l)(x — 2 ) > 0 . ( 1 . 10 ) 

Observe agora que para o produto de dois numeros ser > 0, eles tern que ser ambos nao- 
nulos e ter o mesmo sinal. Portanto, a resolugao de (1.10) passa pelo estudo do sinal de 
x —1 e x —2. Isso pode ser feito como em (1.6). Por um lado, x — 1 < 0 se x < 1, x —1 = 0 
se x = 1, e x — 1 > 0 se x > 1. Por outro lado, x — 2<0sex<2, x — 2 = 0sex = 2, e 
x — 2>0sex>2. Isso pode ser resumido nas duas primeiras linhas da seguinte tabela: 



1 

2 

x — 1 

+ 

O 

1 

+ 

x — 2 

— — 

0 + 

vT 

1 

i—* 

1 

+ 0 

+ 

o 


A terceira linha foi obtida multiplicando os sinais de x — 1 e x — 2: (x — l)(x — 2) > 0 se 
x < 1 , (x — l)(x — 2 ) = 0 se x = 1 , (x — l)(x — 2 ) < 0 se 1 < x < 2 , (x — l)(x — 2 ) = 0 se 
x = 2, e (x — l)(x — 2) > 0 se x > 2. Assim, S = (—oo, 1) U (2, +oo) da todas as solugoes 
de (1.9). o 


Exercicio 1.5. Resolva as seguintes inequagoes. 


1. 

x > 4 — 5 

7. 

X > X 

13. 

x 2 - 

-x(: 

x: + 3) < 0 

2. 

3x < x + 1 

8. 

X > X 

14. 

X < 

x+3 

X — 1 


3. 

—8x < 3 — 4x 

9. 

X < x 2 


1 _ 

X 

1 

x+2 






15. 

> 0 

4. 

10 > 10 — x 

10. 

—2x 2 + lOx — 12 < 0 





5. 

x 2 > 1 

11. 

x 2 (x + 7) < 0 

16. 

1 + 

2 

2—x 

< 1 

6. 

—x 2 > 1 + 2x 

12. 

x 3 —2x 2 —x + 2 > 0 

17. 

1 —X 

2+x 

< - 

2 

3x—4 


Exercicio 1.6. Quantos numeros inteiros n existem tais que 3n — 1 < 5n — 2 < 4? 

Exercicio 1.7. Quantos numeros primos p existem tais que 0 <2p — 3 < p + 8? 

1.1.4 Valor absolute) 

Informalmente, o valor absoluto de um numero real x, denotado por |x|, representa o seu 
“valor equivalente positivo”. Por exemplo, |5| = 5, | — 3| = 3, e |0| = 0. Formalmente, 
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS 


1.1. Num eros reais 



\ X 

se x > 0 

|x|:= \ 

0 

se x = 0 


[-X 

se x < 0. 


( 1 . 11 ) 


Por exemplo, com essa definigao, ja que —3 < 0, temos | — 3| = —(—3) = 3. Observe que 
para qualquer numero a > 0 , 


|x| < a <=> —a < x < a. ( 1 . 12 ) 

De fato, suponha primeiro que x > 0. Entao |x| = x, e |x| < a e equivalente a x < a. Por 
outro lado, se x < 0, entao |x| = —x, e |x| < a e equivalente a —x < a, isto e a —a < x. 
Juntando os dois casos, isso mostra que |x| < a e equivalente a —a < x < a. 


Exercfcio 1.8. Quais das expressoes abaixo sao verdadeiras (para qualquer x)? Justifique. 

-v/x^ = x, ^ 2 = x, ^=|x|. 

O valor absoluto para definir a distancia entre dois numeros reais: 

d(x,y):=\x-y \ 

x y 

-1-1-» 


De fato, se x < y, a distancia e igual a y — x = — (x — y) = |x — y\, e se x > y a distancia e 
x y = \x-y\. 


Podemos tambem resolver inequagoes que envolvem valores absolutos: 

Exemplo 1.2. Resolvamos 

|x — 2| > 3 . (1.13) 

Sabemos que pela definigao do valor absoluto, 

fx —2 sex>2, 

|x- 2 | = { 

x + 2 se x < 2, 

Logo, a resolugao de (1.13) passa pela resolugao de duas inequagoes mais simples. A pri¬ 
me ira e 

x — 2 > 3, isto e x > 5, 

e deve ser considerada somente para os x tais que x > 2. Isso da um primeiro conjunto de 
solugoes: S x = [5, +oo) (os reais que sao ao mesmo tempo maiores ou iguais a 5 e maiores 
ou iguais a 2). A segunda e 


—x + 2 > 3, isto e x < — 1 , 

e deve ser considerada somente para os x tais que x < 2, o que da um segundo conjunto 
de solugoes S 2 = (—oo,— 1 ], Assim, o conjunto de todas as solugoes de (1.13) e dado por 
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S = S 1 US 2 : S = (—oo,—l] u [5, +oo). 

Um jeito mais geometrico (mas equivalente) de resolver o problema e de escrever (1.13) 
como: d(x, 2) > 3. Assim, podemos interpretar as solugoes de (1.13) como sendo os reais 
x cuja distancia ao ponto 2 e maior ou igual a 3, que sao todos os reais a esquerda de —1 
ou a direita de 5: S = (—oo,— 1 ] u [5, +oo). o 

Exercicio 1.9. Resolva as seguintes inequacoes. 

1. |x + 27|>0 4. 3 < |3 — x | 7. ^>2. 

2. |x — 2| < 0 5. 2x — 3|x| — 4 > 0 

3. |2x + 3| >0 6. |x 2 — 11 < 1 

Estudar o sinal de uma expressao que depende de uma variavel x significa determinar 
os valores de x para os quais a expressao e positiva, negativa, ou nula. 

Exemplo 1.3. Estudemos o sinal da expressao x 3 + 3x 2 . Como x 3 + 3x 2 = x 2 (x + 3), o sinal 
da expressao inteira e obtido a partir dos sinais das partes x 2 e x + 3. 



-3 

0 


x 2 

+ + 

o 

+ 

x + 3 

- 0 + 


+ 

x 2 (x + 3) 

- 0 + 

o 

+ 


Assim vemos que x 3 + 3x 2 e > 0 ( estritamente positiva ) sexe (—3,0) U (0, oo), ela e < 0 
(estritamente negativa ) se x < 0, e e = 0 (nula) sexG {—3,0}. o 

Mais tarde resolveremos inequagoes onde aparecem, e estudaremos o sinal de outras ex- 
pressoes, como fungoes trigonometricas, raizes ou logaritmos. 

Exercicio 1.10. Estude o sinal das seguintes expressoes 

1. 5 + x 3. (x — 5 ) 2 5. x2+ 2 2 _ x ~ 48 

2. 5 + x 2 4. x 2 —5 6 . (x + l)|2x — 1 — x 2 | 


1.2 O piano cartesiano 

O piano cartesiano, em geral denotado por R 2 , e o conjunto dos pares P = (x,y) de reais, 
xey, chamados respectivamente de abscissa (ou primeira coordenada) e ordenada (ou 
segunda coordenada). 


y- 

r P = (x,y) 


X 
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS 


1.2. O piano cartesiano 


O conjunto dos pontos cuja primeira coordenada e nula, isto e, o conjunto dos pontos da 
forma P = (0, y ), e chamado de eixo y, ou eixo das ordenadas. O conjunto dos pontos cuja 
segunda coordenada e nula, isto e, o conjunto dos pontos da forma P = (x, 0), e chamado 
de eixo x, ou eixo das abscissas. Os eixos xey formam duas retas perpendiculares, e 
dividem o piano em quatro quadrantes: 


2 ° 


3° 


1 


4 


O 


O 


Mais explicitamente, em termos das coordenadas, 

. 1° = {(x,y) : x > Q,y > 0}, . 3° = {(x,y) : x < 0, y < 0}, 

. 2° = {(x, y) : x < 0 ,y> 0}, . 4° = {(x,y) : x > 0, y < 0}. 

Se P = (x,y) e Q = ( x',y a distancia Cartesiana entre P e Q e calculada usando o 
Teorema de Pitagoras: 


P 



\x—x'\ 


d(P, Q):=V{x - x') 2 + (y - y') 2 . 


Exercicio 1.11. Descreva os seguintes subconjuntos do piano em termos das suas coordenadas 
cartesianas. 

1. Semi-piano acima do eixo x, 

2. semi-piano a esquerda do eixo y, 

3. quadrado de lado 1 centrado na origem (com os lados paralelos aos eixos), 

4. reta vertical passando pelo ponto (2,0), 

5. reta horizontal passando pelo ponto (-3,-5), 

6 . reta horizontal passando pelo ponto (13,-5), 

7. faixa vertical contida entre o eixo yea reta do item (4), 

8. drculo de raio 1 centrado na origem. 

9. disco (cheio) de raio 2 centrado em (1,-2). 
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS 


1.2.1 Retas 


Ja vimos, no Exercicio 1.11, como expressar retas horizontais e verticais. Uma reta vertical 
e o conjunto formado pelos pontos (x,y) cuja primeira coordenada x e igual a um numero 
fixo a G R; a sua equagao se escreve: x = a. 


y 


equagao da reta: x = a 


—> x 
(a,0) 


Por outro lado, uma reta horizontal e o conjunto formado pelos pontos (x,y) cuja segunda 
coordenada y e igual a um numero fixo b G M; a sua equagao se escreve: y = b. 

- < equagao da reta: y = b 

-> x 


y 


(0,5) 


As retas horizontais e verticais sao descritas por somente um parametro (o “a” para uma 
reta vertical, ou o “b” para uma reta horizontal). Para as outras retas do piano, que nao 
ficam necessariamente paralelas a um dos eixos, e preciso usar dois parametros, m e h, 
chamados respectivamente inclinagao (ou coeficiente angular) e ordenada na origem, 
para especificar a dependencia entre xey: 

y = mx + h. 



O significado da inclinagao m deve ser entendido da seguinte maneira: partindo de um 
ponto qualquer da reta, ao andar horizontalmente uma distancia L para a direita, o deslo- 
camento vertical da reta e de mL. Por exemplo, para uma reta de inclinagao \ (observe que 
todo os triangulos da seguinte figura sao semelhantes), 
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1.2. O piano cartesiano 


Se a inclinagao e negativa, entao o deslocamento vertical e para baixo. 


Se P = (x l3 j x ) e Q = (x 2 ,y 2 ) s ^° dois pontos de uma reta nao vertical de inclinagao m, 
entao 


y 2 -y i 

-= m. 

* 2“*1 

Essa relagao pode ser usada tambem para calcular a inclinagao de uma reta. 


(1.14) 


Exemplo 1.4. Procuremos a equagao da reta r que passa pelos pontos P = (—1,3) e Q = 
(3,0): 


P 


y 



X 


Como r nao e vertical, a sua equagao e da forma y = mx + h. A inclinagao pode ser 
calculada usando (1.14): m = 3 _ ( -_ 1 - ) = (Pode tambem observar que para andar de 
P ate Q, e necessario andar 4 passos para a direita, e 3 passos para baixo, logo m = =p) 
Portanto, a equagao e da forma y = —|x + h. Falta achar h, que pode ser calculado usando 
o fato de r passar pelo ponto P: 3 = —| • (—1) + h (daria na mesma usando o ponto Q). 
Assim, h = |, e r e descrita pela equagao: 


Ao multiplicarmos ambos lados por 4 e rearranjando podemos a equagao da reta da seguinte 
maneira: 

3x + 4y — 9 = 0. 

Essa e a forma generica da reta. Em geral, qualquer reta pode ser descrita na forma gene- 
rica, 

ax + by + c = 0, 

em que a, b, c sao constantes. Sea = 0eb^0, a reta e horizontal. Sea/0eb = 0, a reta 
e vertical. Se a / 0 e b / 0, a reta e obliqua. 

o 

Exercfcio 1.12. Considere a reta r do Exemplo 1.4. Escolha alguns pares de pontos P e Qem 
r, e verifique a formula (1.14). Ache os valores de x e y para que os pontos R = (x, 100) e 
T = ( 6 , y) pertengam a r. 

Exercfcio 1.13. Determine a equagao da reta que passa pelos pontos dados. 

1. (0,0), (1,1) 4. (1,-2), (-1,3) 

2 . (- 2 , 1 ), ( 100 , 1 ) 

3. (-3,-21.57), (-3,3) 5. (333,227), (-402,-263) 
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS 


Exercicio 1.14. Faca um esbogo, no piano cartesiano, da reta descrita pela equagao dada. 

1. r 1 :x = 4 3. r 3 :x + 2y = 0 

2. r 2 :y = — 3/2 4. r 4 :y = 2x — 3 

Observe que retas paralelas tem a mesma inclinagao. 

Exercicio 1.15. De a equagao da reta r', paralela a r, que passa pelo ponto P. 

1. r : y = 5x + 2, P = (—1, 5). 2. r : 4x - 3y + 6 = 0, P = (3,-5). 

Exercicio 1.16. Mostre que se r 1 tem inclinagao m 1 ^ 0, e r 2 tem inclinagao m 2 = —entao 
r 1 e r 2 sao perpendiculares. 

Exercicio 1.17. Determine quais das seguintes retas sao paralelas ou perpendiculares. 

r 1 : 2x + y —1 = 0, r 2 : x + 2y + 1 = 0, r 3 : y = 2x — 3, r 4 : 3x + 6y — 3 = 0. 
Em seguida, esboce as retas e verifique. 

1.2.2 Circulos 

Considere o circulo 2 y de centra C = (1,2) e de raio R = 2: 



Por definigao (ver o Exercicio 1.11), y e definido pelo conjunto dos pontos P cuja distancia 
euclidiana a C e igual a 2: d(P, C) = 2. Isso significa que as coordenadas (x,y) de P sao 
ligadas pela seguinte expressao: \/{x — l ) 2 + (y — 2 ) 2 = 2. Equivalentemente, y e descrito 
pela seguinte equagao: 

(x-l ) 2 + (y-2 ) 2 = 4. 

Observe que, expandindo os fatores (x — l ) 2 e (y — 2) 2 , essa ultima expressao pode ser 
escrita na forma generica: 

x 2 + y 2 — 2x — 4y + 1 = 0. 

Em geral, um circulo de raio R > 0 centrado em C = (x 0 ,y 0 ) e descrito pela equagao 

(x-x 0 ) 2 + (y —y 0 ) 2 =r2 - (1-15) 

Um problema classico e de achar o centra e o raio a partir da forma generica. 

2 As vezes, o que chamamos aqui de circulo corresponde a circunferencia em outros textos de matematica 
elementar. 
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS 


1.3. Trigon om e tria 


Exemplo 1.5. Considere o cfrculo y descrito pela sua equagao generica 

x 2 + y 2 + 6x-8y = 0. (1.16) 

Para achar o seu centro e o seu raio, completemos os quadrados: x 2 + 6x = (x + 3) 2 — 9, 
y 2 — 8y = (y — 4) 2 —16. Logo, (1.16) pode ser escrita como (x + 3) 2 —9 + (y — 4) 2 —16 = 0, 
isto e: 

(x + 3) 2 + (y — 4) 2 = 25 = 5 2 . 

Portanto, y e centrado em C = (—3,4), de raio R = 5. o 

Exemplo 1.6. Considere x 2 + 2x + y 2 + 2 = 0. Completando o quadrado e rearranjando, 
obtemos (x + l) 2 + y 2 = —1. Como “—1” nao pode ser escrito como um quadrado, esta 
equagao nao representa um cfrculo (e na verdade, nao existe nenhum par (x,y) que seja 
solugao). o 

Exercfcio 1.18. Determine quais das equagoes a seguir definem um rirculo. Quandofor o caso, 
calcule o centro e o raio. 

1. x 2 + (y + 1) 2 = 9 3. x 2 + y 2 = 6x 5. x 2 + y 2 + 2x + 1 = 0 

2. x 2 + y 2 =— 1 4. x 2 + y 2 + x + y + 1 = 0 6. x 2 = y 2 + 1 

1.3 Trigonometria 

A trigonometria estabelece relagoes precisas entre os angulos e os lados de um triangulo. 
Definiremos as tres fungoes (mesmo se a propria nogao de fungao sera estudada no pro¬ 
ximo capftulo) trigonometricas elementares, sen (seno), cos (cosseno) e tan (tangente), e 
daremos as suas propriedades basicas. Nos proximos capftulos olharemos mais de perto as 
propriedades analfticas dessas fungoes. 


1.3.1 Medir angulos no piano 

Para comegar, e importante escolher uma unidade (como “metros” para comprimentos, ou 
“litros” para volumes) para medir um angulo determinado pela abertura entre duas retas. 
Descreveremos as duas unidades mais usadas, graus e radianos. 

Os angulos serao medidos a partir de uma reta horizontal, em sentido antihorario. A aber¬ 
tura minima, naturalmente, e definida como valendo zero, qualquer que seja a unidade. O 
que precisa ser definido e o valor do angulo total. Se o angulo for medido em graus, esse 
angulo total e definido como valendo 360 graus: 
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Uma vez que o angulo total foi fixado, a medigao dos outros se faz proporcionalmente: a 
metade do angulo total vale 180 graus, o angulo reto mede 90 graus, etc. A vantagem dessa 
unidade e que varios angulos bastante usados em geometria tomam valores inteiros: 30, 60, 
90, 180, 270, etc. 



Observe que apesar da posigao do angulo total coincidir com o angulo nulo, eles devem ser 
considerados como distintos. 

Fixar o angulo total como sendo igual a 360 pode parecer arbitrario, e um jeito mais natural 
de definir o angulo total e de usar a nogao de comprimento usual na reta. De fato, considere 
o cfrculo de raio 1 centrado na origem e, partindo do ponto (1,0) (que corresponde a um 
angulo de 0), ande ao longo do cfrculo no sentido antihorario. Quando tiver percorrido 
uma distancia igual ao raio do cfrculo, o angulo correspondente e definido como sendo de 
1 (um) radiano: 



Observe que o angulo total corresponde a circunferencia de um cfrculo de raio 1: 2n. 

Em geral, nessa apostila, os angulos serao medidos em radianos. Se a medida de um angulo 
em graus e a g e em radianos e a,., a conversao se faz da seguinte maneira: como o angulo 
total mede 360 graus e 2 n radianos, temos ^ Portanto, 

180 n r 

a = -a,., oua r = —a (1.17) 

s n 180 s 

Assim, verifica-se por exemplo que um angulo de 90 graus corresponde a yfo90 = | = 1.57... 
radianos. 

Exercicio 1.19. O ponteiro dos segundos de um relogio mede 20 centimetres. Qual distancia 
a ponta desse ponteiro percorreu depots de uma hora e 15 minutos? 

Exercicio 1.20. Estime a velocidade (em km/s) com a qual a lua gira em torno da terra, 
sabendo que a distancia media terra-lua fica e de 384’400km e que uma volta dura aproxima- 
damente um mes. 
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Um angulo negativo sera interpretado como medido no sentido horario: 



1.3.2 Seno, cosseno e tangente 

Para poder definir as ligagoes entre os angulos e os lados de um triangulo, e necessario fazer 
umas simplificagoes. Trabalharemos com um triangulo retangulo, isto e, que possui um 
angulo reto. Considere entao o seguinte triangulo ABC, retangulo em C: 

B 

a 


A b C 



Com respeito a a, b e chamado de cateto adjacente, a de cateto oposto, e c de hipotenusa. 

Se dois lados forem conhecidos, o terceiro pode ser calculado usando o Teorema de Pita- 
goras, e o valor do angulo a e determinado. Como qualquer triangulo semelhante a ABC 
tern os mesmos angulos, a e determinado uma vez que um dos quocientes -, ou | for 
conhecido. A ligagao entre a e esses quocientes e chamada respectivamente seno, cosseno 
e tangente de a, e denotada por 


a 

b 

a 

sen a: = —, 

cos a: = —, 

tana:=—. 

c 

c 

b 


(Aqui escreveremos a tangente tana, mas as vezes se encontra tambem a notagao tga.) 
Observe que a seguinte relagao sempre vale: 

sen a 

tana =- (1.18) 

cos a 

Em alguns casos simples, sen a, cos a e tana podem ser calculados “manualmente”. 

Exemplo 1.7. Considere a = | (= 45°). Para calcular sen cos ^ e tan consideremos o 
seguinte triangulo: 



1 


o 

Exercicio 1.21. Montando em cada caso um triangulo apropriado, calcule (sem calculadora) 
sen |, cos tan sen cos tan 


17 


Calculo 1, Versao 1.02 (26 de fevereiro de 2015). Sugestoes, criticas e corregoes: sacha@mat.ufmg.br 




1.3. Trigon om e tria 


CAPITULO 1. FUNDAMENTOS 


Exercicio 1.22. Para determinar a altura H de uma torre, ficamos a uma distancia qualquer 
dela, e medimos o angulo a entre a horizontal e o topo da torre. Em seguida, andamos uma 
distancia d em direqao a base da torre, e medimos o angulo [5 entre a horizontal e o topo da 
torre. Expresse H como funcao de a, [5, d. 

Faremos agora uma generalizagao, que permitira enxergar melhor os tres numeros sen a, 
cos a e tana, e que sera tambem util para considera-las como fungoes de uma variavel real, 
a partir do proximo capitulo. 

Para tanto, usaremos um triangulo cuja hipotenusa e de tamanho c = 1. Isto e, o ponto 
B do triangulo da figura acima e posicionado no circulo de raio 1 centrado na origem, 
chamado circulo trigonometrico. As fungoes trigonometricas podem entao ser medidas 
efetivamente olhando para os comprimentos da seguinte figura: 



Observe como sen a, cos a e tana mudam a medida que B se movimenta ao longo do 
circulo. Em particular, B pode dar uma volta completa no circulo, o que permite estender 
as fungoes trigonometricas a qualquer angulo 3 0 < a < 2rt, e tambem para valores maiores 
ou ate negativos. Os sinais das fungoes trigonometricas mudam dependendo do quadrante 
ao qual B pertence: 


2 °: 

1 ° : 

sen a > 0 

sen a > 0 

cos a < 0 

cos a > 0 

tan a < 0 

tan a > 0 

3° : 

4° : 

sen a < 0 

sen a < 0 

cos a < 0 

cos a > 0 

tan a > 0 

tan a < 0 


Varias propriedades podem ser obtidas a partir do circulo trigonometrico. Por exemplo, 
observe que a e —a tern o mesmo cosseno, mas que ao transformar a em —a, o seno muda 
de sinal. Portanto, 

cos(—a) = cos a, sen(—a) = — sen a, tan(—a) = — tana. (1.19) 

3 A tangente tem um problema nos multiplos de ^ (ver mais adiante). 
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Todas as identidades do seguinte exercicio podem ser obtidas de maneira parecida, olhando 


simplesmente para o circulo trigonometrico. 

Exercicio 1.23. Prove as identidades: 

cos(7i — a) = — cos a, sen(7t —a) = sena, tan(7i —a) = — tana. (1.20) 

cos(7i + a) = — cos a, sen(7t + a) = — sen a, tan(7i + a) = tana. (1.21) 

cos(| — a) = sena, sen(| — a) = cos a, tan(| — a) = cotana. (1.22) 

cos(| + a) = — sen a, sen(| + a) = cos a, tan(| + a) = —cotan a. (1.23) 

A cotangente, definida por cotan a:=^^, apareceu naturalmente. 

Exercfcio 1.24. Complete a seguinte tabela 


Exercicio 1.24. Complete a seguinte tabela 


graus 

0 

30 

45 

60 

90 

120 

150 

180 

210 

240 

270 

300 

330 

360 

rad 



H 

n 

3 

n 

2 

2n 

3 

5n 

6 

n 

7n 

6 

3 

2 

571 

3 

mi 


sen 



a 


l 










cos 

1 


i 


0 



-1 






1 

tan 

□ 


D 


0 



0 








1.3.3 Identidades trigonometricas 

As identidades do Exercicio 1.23 deram algumas ligagoes entre seno, cosseno e tangente. O 
Teorema de Pitagoras da tambem a relagao 

cos 2 a + sen 2 a = 1. (1.24) 


Provaremos agora a identidade 

sen(a + /3) = sen a cos /3 + cos a sen /3. (1.25) 

Apesar desta valer para angulos a e 15 quaisquer, suporemos que a, [3 G (0, ^), e usaremos 
o seguinte desenho: 



Observe que sen(a+/3) = d(A,C) = d(A,B)+d(B, C). Usando o ponto E (projegao ortogonal 
de A no segmento OD) e olhando para o triangulo OEA, temos d(0, E) = cos [5 e d(A, E) = 
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sen/3. Observe tambem que o angulo BAE vale a. Portanto, d(A,B) = d(A, E)/cosa = 
sen/3/cos a e d(B,E) = d(A,B) sen a. Por outro lado, d(B,C) = d(0,B) sen a, mas como 


temos 


d(0,B) = d(0,E)-d(B,E) 

= cos/3 — d(A,B) sen a 
sen/3 

= cos /3-sen a = cos p — sen p tan a, 

cos a 


sen/3 r n \ 

sen(a + p) = -b sen a( cos p — senp tan a) 

cos a 

sen/3 sen 2 a 

=-b sen a cos /3 — sen p- 

cos a cos a 

= sen a cos /3 + sen /3 cos a, 


o que prova (1.25). 


Exercicio 1.25. Prove as identidades (dica: todas podem se deduzir a partir de (1.25) e de 
algumas identidades do Exercicio 1.23): 


sen(a —/3) = sen a cos [3 — cos a sen [5 

cos(a + /3) = cos a cos [5 — sen a sen [3 

, „ „ tan a + tan 15 

tan(a + /3) =- 

1 — tan a tan /3 

cos(a —/3) = cos a cos/3 + sen a sen [5 
tan a — tan /3 


tan(a —/3) 


1 + tan a tan /3 


(1.26) 

(1.27) 

(1.28) 

(1.29) 

(1.30) 


Exercicio 1.26. Prove as identidades: 


sen(2a) = 2 sen a cos a 

cos(2a) = cos 2 a — sen 2 a = 2 cos 2 a — 1 = 1 — 2 sen 2 a, 
sen a 


tan f 


1 + cos a ’ 


cos a ■ cos [5 = l(cos(a + /3) + cos(a — (3)). 


(1.31) 

(1.32) 

(1.33) 

(1.34) 


Exercicio 1.27. Calcule a equagao da reta r que passa pelo ponto (2,— 1), cujo angulo com a 
horizontal e igual a 60°. 


Exercicio 1.28. Resolva: 

1. cosx = 0 

2. sen x = \ 

3. senx = cosx 


4. senx = sen 2 x 

5. sen 2 x + | senx = 1 

6. senx > 1 


7. | cosx| < 4= 

8. (cosx + senx) 2 = 1 

9. sen(2x) = senx. 
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Capitulo 2 
Fungoes 


O conceito de fungao sera o principal assunto tratado neste curso. Neste capitulo daremos 
algumas definigoes elementares, e consideraremos algumas das fungoes mais usadas na 
pratica, que sao as fungoes trigonometricas e as potencias (exponenciais e logaritmos serao 
estudadas no proximo capitulo). Tambem comegaremos a falar de grafico de uma fungao 
desde a Segao 2.2. 

A nogao de fungao aparece quando uma grandeza depende de uma outra. Por exemplo: 

• Uma particula evolui na reta. A trajetoria e uma fungao que da a sua posigao em 
fungao do tempo: 

t -»• x(t). 

• O volume e a superftcie de uma esfera sao duas fungoes que dependem ambas do raio: 

4 3 a 2 

r •—> 3 nr , r •—> 4nr . 

• Um gas esta contido num recipiente hermeticamente fechado, de temperatura fixa 
mas de volume variavel. A pressao no recipiente e fungao do volume: 

v > p(v). 

2.1 Defin^ao e Exemplos 

Como visto acima, uma fungao / (de uma variavel real) e um mecanismo que, a um numero 
real x, chamado entrada (ou variavel), associa um unico numero real construido a partir de 
x, denotado /(x) e chamado saida (ou imagem). Essa associagao costuma ser denotada: 

x-»/(x). 

Neste curso, a entrada e a saida serao ambos numeros reais. Veremos em breve que cada 
fungao precisa ser definida com um dommio. 

Exemplo 2.1. A fungao “multiplicagao por dois” x >—> 2x (por exemplo 3 1 —> 6 , —13 >—> —26), 
a fungao “valor absoluto” x '—> |x| (por exemplo 3 >—> 3, —13 *—> 13), a fungao “quadrado” 
xi->x 2 (por exemplo 3 ■—> 9, —13 •—> 169), e a fungao “valor inteiro” x *-> [xj, onde [xj e o 
maior numero inteiro menor ou igual a x (por exemplo 3 1 —> 3, 1.5 •—> 1, —3.1415 *—> —4), 
sao todas bem definidas para qualquer real xel. o 
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2.1. Definigao e Exemplos 


CAPITULO 2. FUNCOES 


Exemplo 2.2. Para definir a fungao “inverso”, x >—> e preciso evitar uma divisao por zero, 
isto e, somente tomar uma entrada x e M \ {0}. Assim, a fungao /(x) = ^ e bem definida 
uma vez que escrita da seguinte maneira: 

/ : K \ {0} —> K 

Do mesmojeito, para definir/(x) = e preciso excluir os valores em que o denominador 
e zero: 


/ : R\{-1,+1}-»R 


x >-» 


x 

x 2 —1 ' 


Os dois ultimos exemplos mostram que em geral, uma fungao deve ser definida junto com 
o seu dominio, que da os valores de x para os quais /(x) e definida. O dominio sera em 
geral denotado por D: 


f :D~* R 
x-»/(x). 

O dominio sera importante para garantir que /(x) seja bem definida. Mas as vezes, pode- 
remos escolher um dominio particular somente por razoes especificas, ou pelas exigencias 
de um problema. 

Exemplo 2.3. As fungoes trigonometricas encontradas no Capitulo 1 podem ser conside- 
radas como fungoes no sentido acima. O seno, por exemplo, associa ao angulo a de um 
triangulo retangulo a razao do lado oposto sobre a hipotenusa: a >—> sen a. Aqui vemos 
que, pela origem geometrica do problema, e necessario especificar os valores possiveis de 
a: para o triangulo ser bem definido, o angulo precisa tomar valores entre 0 e f (de fato, 
e delicado falar de “lado oposto” para um angulo nulo ou maior que f). Para indicar que a 
fungao assim definida pega a sua entrada no intervalo (0, |), escreveremos 

sen : (0, f) —> M 

a >-» sen a. 

No entanto vimos que, usando o circulo trigonometrico, o seno de qualquer angulo (mesmo 
negativo) pode ser definido, o que permite estender ele a reta real inteira: 

sen : R —> K 

a >-> sen a. 

A fungao cosseno se define de maneira analoga. Mas, com a tangente, uma restrigao e 
necessaria. De fato, tana = e, a divisao por zero sendo proibida, a tangente nao e 
definida para angulos aeS tais que cos a = 0. Logo (veja o Exercicio 1.28), 

tan : R \ {jkn, k e Z} —> M 

a *—> tan a. 


o 
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CAPITULO 2. FUNCOES 


2.1. Definigao e Exemplos 


Exemplo 2.4 . A fungao raiz. Seja a e R, e considere a equagao 

z 2 = a. (2.1) 

Sabemos (ver Segao 1.1.1) que se a < 0, essa equagao nao possui solugoes, se a = 0 ela 
possui a unica solugao z = 0, e se a > 0, ela possui duas solugoes: z = +yfa e z = —-/a. 
Nesses dois ultimos casos, quando a > 0, definiremos a fungao raiz de a como sendo a 
solugao positiva de (2.1), isto e, + ^/a. Quando a < 0, a fungao raiz de a nao e definida. 
Assim, a fungao raiz x •—> /(x) = */x e bem definida somente quando x > 0, o que se 
escreve da seguinte maneira: 


/ : R + -» R 
X I—» a/x . 


o 

Por exemplo, para achar o dominio da fungao a/ 1 — x, e necessario que 1 — x > 0, isto e, 
que x < 1. Logo, 





/: (- 

-oo, 1] — > M 









X 1 — > a/T 

— x. 




Exercfcio 2.1. 

Determine os 

dommios das seguintes funcoes: 




1. 

i 

x 2 +3x— 40 

5. 

i 

1 _ 1 =£ 

X 

9. 

8x 

1—x 2 

13. 

1 

cosx 


2. 

X 

X 

6. 

a/x — 1 

10. 

8x 

gl—x 2 

14. 

Vsen 

X 

3. 

|x — 11 

7. 

a/x 2 — 1 

11. 

V2x — 1 — x 

2 15. 

a/x— 

a/x 

4. 

x+l 

x 2 +l 

8. 

1 

i-TFu 

12. 

g2x—x 2 

V 2—x—x 2 

16. 

vT= 

a/ 1 + x 2 


2.1.1 Limitagao 

Vimos que a fungao /(x) = ^ e bem definida quando x ^0, mas observemos agora o que 
acontece com /(x) para os valores de x perto de 0. Por exemplo, para os valores de x 
positivos x = 0.1, x = 0.01, ... 

on — I®’ ool - 100 ’ o.ooi — 1000, ... , oiooooooT 10000000 .... 

Assim, vemos que a medida que x > 0 se aproxima de zero, \ atinge valores positivos ar- 
bitrariamente grandes. O mesmo fenomeno acontece para os valores de x < 0: ^ atinge 
valores negativos arbitrariamente grandes. Diz-se que a fungao e nao-limitada. 

Uma fungao / com dominio D e dita limitada superiormente se existir um numero finito 
M + tal que 

/(x) < M + VxGD. 

Por outro lado, / e dita limitada inferiormente se existir um numero finito M_ tal que 

/(x) > M_ VxGD. 
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2.2. Grafico 
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Se / for limitada inferiormente e superiormente, entao ela e limitada. 


Exemplo 2.5. A fungao seno e limitada. De fato, pela definigao (olhe para o circulo trigo- 
nometrico), —1 < senx < 1. Aqui podemos tomar M + = 1, M_ = —1. o 

Exemplo 2.6. Como visto acima, a fungao ^ nao e limitada, nem inferiormente nem su¬ 
periormente. Por outro lado, X nao e limitada superiormente, pois pode tomar valores 
arbitrariamente grandes a medida que x se aproxima de zero. No entanto, como -^ > 0, 
ela e limitada inferiormente (podemos escolher M_ = 0, ou M_ = —3, ou qualquer outro 
numero negativo). 

Do mesmo jeito, a fungao /(x) = (Exemplo 2.2) e nao-limitada, pois toma valores 

arbitrariamente grandes (negativos ou positivos) quando x se aproxima de +1 ou — 1. o 

2 

Exemplo 2.7. Considere /(x) = Observe que / e sempre nao-negativa, e que o nu- 
merador e menor do que o denominador para qualquer x: x 2 < x 2 + 1. Logo, 


0 </(x) = 


x 2 + 1 

<-= 1 . 


X 2 + 1 X 2 + 1 


o que prova que / e limitada (por exemplo com M_ = 0, M + = 1). 


o 


Exercfcio 2.2. Determine quais das fnngoes abaixo sao limitadas. 


1. x 2 


3. 


i 

x 2 +l 


5. 


X—1 

x 3 — x 2 +x —1 


2 . tanx 


4. 


i 



6 . x + senx 


2.2 Grafico 

Um dos nossos objetivos e de entender, pelo menos de maneira qualitativa, a dependencia 
de uma fungao/(x) em relagao a sua variavel x. Uma jeito de proceder e representar a fun- 
gao no piano cartesiano, via o seu grafico. O grafico permite extrair a informagao essencial 
contida na fungao, de maneira intuitiva, pois geometrica. 

Seja / uma fungao com dominio D. Esbogar o grafico de / consiste em tragar todos os 
pontos do piano cartesiano da forma (x,/(x)), onde x € D. Por exemplo, se / tern um 
dominio D = [a, b], 



Ao x percorrer o seu dominio [a, b], o ponto (x,/(x)) traga o grafico de /. 

Exemplo 2.8. Retas nao-verticais sao graficos de um tipo particular. Por exemplo, se /(x) = 
|+1 e considerada com o dominio D = [0,2), o seu grafico e um pedago da reta de inclinagao 
\ com ordenada na origem igual a 1 : 
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CAPITULO 2. FUNCOES 


2.2. Grafico 



Observe que uma reta vertical nao define o grafico de uma fungao. o 

Exemplo 2.9. Fagamos o esbogo da fungao /(x) = |x|, com dominio D = [—1,2]. Lembre 
que pela definigao de valor absoluto em (1.11), |x| = x se x > 0, e |x| = —x se x < 0. 
Portanto, o grafico de / e: 1) entre —1 e 0, a reta de inclinagao —1 passando pela origem, 
2 ) entre 0 e 2 , a reta de inclinagao 1 passando pela origem: 



Os dois graficos acima eram compostos essencialmente de retas. Vejamos agora um exem¬ 
plo um pouco diferente. 

Exemplo 2.10. Considere /(x) = x 2 com D = [—2,2], Como esbogar o grafico? Por exem¬ 
plo, os pontos ( 0 ,/( 0 )) = ( 0 , 0 ), ( 1 ,/( 1 )) = ( 1 , 1 ), e (— 1 ,/(—|)) = pertecem ao 

grafico. Tragando o grafico completo: 



A curva obtida, chamada parabola, sera usada inumeras vezes nesse curso. <> 

Observagao 2.1. Um dos objetivos desse curso e de poder entender as principals proprie- 
dades de uma fungao pelo estudo do seu grafico. A nogao de derivada (ver Capitulo 6 ) sera 
de importancia central nesse desenvolvimento. 

No entanto, o grafico da fungao x 2 acima foi feito com um computador. Primeiro, o com- 
putador escolhe pontos entre —2 e + 2 , digamos —2 < x x < • • • < x n < 2 , e calcula as posi- 
goes (Xj,f(xj)). Em seguida, ele traga a linha poligonal formada pelos segmentos ligando 
(x ; ,/(x ; )) a (x ;+ 1 ,/(x ;+1 )). Esse procedimento e chamado interpolagao. Por exemplo, es- 
colhendo n = 3, 5 ou 9 pontos no intervalo [—2,2]: 
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2.2. Grafico 


CAPITULO 2. FUNCOES 



Quando o numero de pontos escolhidos e grande e |x J+ 1 —x ; | e pequeno, a linha poligonal da 
uma ideia do que deve ser o verdadeiro esbogo (o grafico do Exemplo 2.10 foi feito com n = 
50, e ja nao da mais para perceber que a curva e na verdade uma linha poligonal). O mesmo 
metodo permite (em princfpio, tomando as vezes um certo cuidado) usar o computador 
para esbogar o grafico de qualquer fungao / : D *-> R. Todos os graficos dessa apostila 
foram feitos com esse metodo de interpolagao. Enfatizemos que as ferramentas matematicas 
desenvolvidas mais longe no curso permitirao extrair informagoes a respeito do grafico de 
uma fungao dada, sem usar o computador. Isso sera o objetivo do estudo de fungoes. La, o 
computador podera ser usado somente como meio de verificagao. • 

Um problema inverso e de procurar uma fungao cujo esbogo tenha caracterfsticas especffi- 
cas. 

Exemplo 2.11. Procuremos agora a fungao cujo grafico e a metade superior do cfrculo de 
raio R = 4 centrado na origem: 



Lembre (Segao 1.2.2) que o cfrculo completo de raio 4 centrado na origem, y, e formado 
pelos pontos (x,y) tais que x 2 + y 2 = 16. A fungao procurada sera obtida isolando y nessa 
ultima relagao. Para y 2 = 16 — x 2 ter solugoes (aqui, yea incognita), e preciso impor 
que 16 —x 2 > 0, o que implica —4 < x < 4. Assim, o domfnio da fungao procurada e 
D = [—4,4] (como podia se adivinhar olhando para a figura acima). Assim, quando x£D, 
a equagao acima possui duas solugoes y = +\/l 6 —x 2 e y = —V16 —x 2 . Para selecionar o 
semi-cfrculo superior, escolhamos a solugao positiva. Portanto, a fungao cujo grafico e dado 
pelo semi-cfrculo acima e: 


/ : [—4,4] —» K 

x Vl6 — x 2 . 


o 

Exemplo 2.12. Como a fungao “valor absoluto”, fungoes podem ser definidas por trechos. 
Por exemplo, com D = [—1,1), o grafico da fungao 


/(*) = 


—x 

vT^ 


se — 1 < x < 0, 
se 0 < x < 1, 
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CAPITULO 2. FUNCOES 


2.2. Grafico 


e formado pela reta de inclinagao m = — 1 que passa pela origem entre x = — 1 e x = 0 , e 
pela parte do semi-circulo de raio 1 centrado na origem entre r = 0 ei = l: 


x 

Observe que essa fungao possui uma descontinuidade em x = 0: ao variar x entre pequenos 
valores x < 0 e pequenos valores x > 0, /(x) pula de valores perto de zero para valores 
perto de 1 . o 

Exercicio 2.3. De uma funcao (e o seu dominio) cujo grafico seja: 

1. a reta horizontal que passa pelo ponto (- 21 ,- 1 ) 

2. a parte inferior do circulo de raio 9 centrado em (5,-4) 

3. a parte do circulo de raio 5 centrado na origem quefica estritamente acima da reta de 
equagao y = 3 

4. a parte do circulo de raio 5 centrado na origem contida no quarto quadrante 

Exercicio 2.4. Esboce os graficos das seguintes fungoes (todas com D = M): 

1. /(x) = 1 se x < 1, /(x) = x 2 caso contrario, 

2- g(x) = -|x-l|, 

3. h(x) = [xj, 

4. i(x) = x — |_xj, 

5. j(x ) = 11x| — 11. 



Exercicio 2.5. Determine quais curvas abaixo sao (ou nao sao) graficos de fungoes. Quando 



2.2.1 Potencias inteiras: x p 

Ja esbogamos o grafico da fungao /(x) = x 2 no Exemplo 2.10. Vejamos agora o caso mais 
geral de uma potencia /(x) = x p , onde p e Z (excluiremos o caso p = 0, que corresponde 
a / (x) = 1 ). 
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CAPITULO 2. FUNCOES 


Potencias positivas 

Para potencias positivas inteiras, p > 0, temos x p = x ■ x ■ ■ ■ x ( p vezes), logo o dominio de 
x p e sempre D = K. Quando p e positiva e par, isto e, p e {2,4,6,...}, entao x p > 0 para 
todo x, e os graficos sao da forma: 



p = 2 

P = 4 
P = 6 


x 


Observe que todos os graficos passam pela origem e pelos pontos (—1,1) e (1,1), e que as 
fungoes correspondentes nao sao limitadas superiormente: tomam valores arbitrariamente 
grandes longe da origem (no entanto, todas sao limitadas inferiormente por M_ = 0). Ve- 
mos tambem que quanto maior o p, mais rapido x p cresce quando x cresce. 

Quando a potencia p e positiva e fmpar, isto e, p e {1,3,5,...}, entao ha uma mudan^a 
de sinal: x p > 0 para x > 0, x p < 0 para x < 0. Os graficos sao da forma: 



P = 1 
P = 3 
P = 5 


Observe que nenhuma dessas funcjoes e limitada em M\{0}, nem inferiormente nem supe¬ 
riormente. 


Potencias negativas 

A potencia negativa p = — 1 ja foi encontrada no Exemplo 2.2. Se p < 0, escreveremos 
p = —q com q > 0. Assim, x p = que nao e definida em x = 0: 

/ : K \ {0} —> M 


Quando a potencia q e par, isto e, q e {2,4,6,...}, entao ^ > 0 para todo x ^ 0, e os 
graficos sao da forma: 
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2.2. Grafico 



Observe que para cada uma dessas fungoes, ao x se aproximar de 0, /(x) cresce e toma va- 
lores arbitrariamente grandes: e nao-limitada. Diremos (mais tarde) que ha uma assmtota 
vertical em x = 0. Tambem, quando x toma valores grandes, /(x) decresce e toma valores 
arbitrariamente pertos de zero. Diremos (mais tarde) que a fungao tende a zero no infinito, 
e que a reta horizontal y = 0 e assmtota horizontal. 


Quando a potencia e fmpar, a mesma mudanga de sinal acontece, e os graficos tern pro- 
priedades parecidas: 



2.2.2 Paridade 

Observemos algumas simetrias nos graficos das fungoes x p da segao anterior. Primeiro, para 
os valores de p pares, o grafico de x p e simetrico com respeito ao eixo y, o que segue do se- 
guinte fato: (—x) p = x p . Por outro lado, para os valores de p impares, o grafico de x p e 
simetrico com respeito a origem (por uma rotagao de 180°), o que segue do fato seguinte: 
(-x) p = -x p . 

Esses fatos levam a introduzir duas nogoes gerais. Por um lado, diremos que 
/ e par se / (—x) = / (x), Vx do seu dominio. 

Por outro lado, 

/ e impar se /(—x) = —/(x), Vx do seu dominio. 
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2 

Exemplo 2.13. A fungao /(x) = e par. De fato, como as potencias envolvidas sao pares, 
(—x ) 2 = x 2 , (—x ) 4 = x 4 , assim: 


/(-*) 


(~*) 2 

i-(- x y 


1 -x 4 


= /(*)• 


o 

2 

Exemplo 2.14. Considere g(x) = se *^ . Vimos que o seno e uma fungao fmpar: sen(—x) = 
— senx. Como consequencia, a fungao g e fmpar, ja que 


g(-x) 


(-x ) 2 
sen(—x) 


— senx 



senx 


= -£(*)• 


<> 

Mas uma fungao, em geral, nao precisa ser par ou fmpar. Para mostrar que uma fungao / 
nao e par, basta achar um ponto x em que /(—x) ^ /(x). Do mesmo jeito, para mostrar 
que / nao e fmpar, basta achar um ponto em que /(—x) 7 ^ —/(x). 

Exemplo 2.15. Mostremos que /(x) = x + 1 nao e par. De fato, olhando para o ponto 
x = —1, temos /(—1) = 0, e /(1) = 2. Logo, /(—1) 7 ^ /(1). Mas como /(—1) 7 ^ —/(l), / 
tambem nao e fmpar. o 


Exercfcio 2.6. Determine quais das funcoes f abaixo sao pares ou imp ares (justificando a sua 
resposta). Quando nao for nem par nem unpai; de um contra-exemplo. 

1. x 3^ x5 3. x 2 senx 5. sen(senx) 

2. a/ 1 — x 2 4. sen(cosx) 6. sen 2 x —cos x 

2.2.3 Crescimento e decrescimento 

O que mais nos interessara, no estudo de uma fungao / dada, sera distinguir as regioes em 
que ela cresce/decresce: 

Defmigao 2.1. Seja I um intervalo. Uma fungao f e 

• crescente em I se /(x) < f(x') para todo x, x' e I, x < x'. 

• estritamente crescente em I se /(x) < f(x') para todo x,x'el, x < x'. 

• decrescente em I se /(x) > f(x') para todo x, x / e I, x < x'. 

• estritamente decrescente em I se f(x) > f(x') para todo x, x' e I, x < x'. 

Por exemplo, o grafico de uma fungao estritamente crescente: 
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Pela definigao acima, uma fungao constante e ao mesmo tempo crescente e decrescente. 


Estudar a variagao de uma fungao / sera entendido como procurar os intei~valos em que f 
cresce ou decresce. 


Exercfcio 2.7. Estude a variagao das funcoes abaixo. 

1. x 3. x 2 5. I 

2. |x| 4. x 3 6. ± 


7. x — x 2 

8 . I|x| 1 


Mais tarde introduziremos uma ferramenta fundamental (a derivada ) para o estudo da 
variagao. 

2.2.4 Fungoes Trigonometricas 

Come^emos com o grafico de senx, para x e [0,2n]: 




Se o seno for considerado na reta real toda, obtemos: 



Observemos que esse grafico e simetrico em torno da origem (por uma rotagao de 7t), o 
que reflete o fato do seno ser uma fungao fmpar. Vemos tambem que sen e periodica, de 
perfodo 2n: 

sen(x + 27t) = senx, VxeM. 
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Geometricamente: o grafico completo (para x e K) e obtido usando translates do grafico 
da figura anterior (hachurado, feito para x e [0, 2n]). Essa propriedade pode ser provada 
analiticamente, usando (1.21): sen(x + 2n ) = sen(7t + (x + 7t)) = —sen(x + n) = senx. 


Consideragoes analogas se aplicam ao cosseno: 



Quando considerado na reta real, o cosseno e par, e tambem tern periodo 2n: 



O esbogo da fungao tangente e um pouco mais delicado. Como foi visto no imcio do capi- 
tulo, tanx = e bem definida somente se x e diferente de j±kn. Isso implica a presenga 
de assmtotas verticals no grafico: 



Quando considerado na reta real, 



32 


Calculo 1, Versao 1.02 (26 de fevereiro de 2015). Sugestoes, crfticas e corregoes: sacha@mat.ufmg.br 



















CAPITULO 2. FUNCOES 


2.2. Grafico 


Observemos que o perfodo da tangente e n (e nao 2n\), como foi visto em (1.21): 



2.2.5 Transformagoes 

O grafico de uma fungao / permite obter os graficos de outras fungoes, via transformagoes 
elementares. Para simplificar, nesta segao consideraremos somente fungoes cujo domrnio e 
a reta toda. 

Exemplo 2.16. Considere o grafico da fungao/(x) = x 2 , a parabola do Exemplo 2.10. Qual 
e a fungao g cujo grafico e o grafico de / transladado de 3 unidades para a direita? 



Vemos que o valor tornado por g em x = x + 3 deve ser o mesmo que o valor tornado por 
/ em x: g(x) = /(x). Como x = x — 3, g(x) = /(x — 3). Logo, a fungao procurada e 
g(x) = (x-3) 2 . o 

De modo geral, suponha /(x) definida para todo x, e a / 0 um numero fixo. Defina a 
fungao g por 

&(x):=/(x —a). 

Entao o grafico de g e obtido transladando horizontalmente o grafico de f de a unidades. 
Apesar do sinal a translagao e para a direita se a > 0, e para a esquerda se a < 0. 

Por outro lado, se b e R, 

h(x):=/(x) + b 

e uma fungao cujo grafico e o grafico de / transladado verticalmente de b unidades. A trans¬ 
lagao e para cima se b > 0, para baixo se b < 0. 

Exemplo 2.17. Esbocemos o grafico da fungao /(x) = x 2 + 2x. Completando o quadrado, 
/(x) = (x + 1) 2 —1. Portanto, o grafico de / e obtido a partir da parabola x 2 pela composigao 
de uma translagao horizontal de uma unidade para a esquerda, e em seguida uma translagao 
vertical de uma unidade para baixo: 

x 2 + 2x 

-V—♦ 

o 

E claro que o grafico de g(x):=—/(x) e obtido fazendo a reflexao do grafico em relagao ao 
eixo x, e que o grafico de h(x):=/(—x) e obtido fazendo a reflexao do grafico em relagao 
ao eixo y. Portanto, se f e par, he/ tern o mesmo grafico. 
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CAPITULO 2. FUNCOES 


Exercicio 2.8. Considere uma funcao f definida na reta toda, e a reta vertical r : x = a. De 
a funcao g cujo grafico e obtido pelo grafico de f por reflexao em relagao a reta r. Faca a 
mesma coisa com uma reta horizontal. 

Finalmente, estudemos o que acontece com g(x):=|/(x)|. Sabemos que o grafico degeo 
mesmo que o de / em todos os pontos x onde /(x) > 0. Por outro lado, quando /(x) < 0, 
entao g(x) = —/(x), isto e, o grafico de g em xeode/ refletido em relagao ao eixo x. Em 
outras palavras: o grafico de \f | e obtido refletindo todas as partes do grafico de / negativas, 
tornando-as positivas. 

Exemplo 2.18. Como x 2 —1 e a parabola transladada de uma unidade para baixo, o grafico 
de |x 2 — 11 e dado por: 

x 2 — 11 



o 

Exercicio 2.9. Interprete todas as identidades trigonometricas do Exercicio 1.23 como tran- 
formagoes dos graficos de sen, cos e tan. 

Exercicio 2.10. Esboce os graficos das seguintes fungoes: 

1. /(x) = 1 — | senx| 3. h(x) = ||x| — 1| 5. j( x ) = | senx 

2. g(x) = x + l —x 2 4. i(x) = 2senx 6. k(x) = 2 ^~^ 2 


Exercicio 2.11. Uma particula de massa m e langada da origem com uma velocidade v = ( VA ). 
A resolugao da segunda equagao de Newton mostra que a sua trajetoria e dada pelafungao 


x i —> 




onde geo campo de gravitagao. Descreva essa trajetoria. Em particular; calcule 1) a qual 
distancia a particula vai cair no chao, e compare essa distancia quando g e a constante de 
gravitagao na superficie da terra (g = 9.81 m/s 2 ), ou na superficie da lua (g = 1.63m/.s 2 , seis 
vezes menor do que na terra), 2) as coordenadas (x*, yf) do ponto mais alto da trajetoria. 


Um grafico permite (em principio) resolver uma inequagao graficamente. 

Exemplo 2.19. Considere a inequagao do Exemplo 1.2 (ultimo capitulo), 

|x — 2| >3. 

Com /(x) = |x — 2| e g(x) = 3, o conjunto das solugoes da inequagao, S, pode ser inter- 
pretado como o conjunto dos pontos onde o grafico de / fica estritamente acima do grafico 
de g: /(x) > g(x). Como o grafico de g e uma reta horizontal e o de / e o grafico de |x| 
transladado de duas unidades para a direita, 
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2.3. Montar funqoes 



vemos que todos os pontos em (—oo,—1) u (5, oo) satisfazem a essa condigao, que e o que 
tinha sido encontrado anteriormente. o 

Exercicio 2.12. Resolva graficamente: 

1. 1 —|x —l|>|x| 2. 1 — |x — 11 > |x | 3. |x 2 — 11 < 1 

2.3 Montar fun 9 oes 

Sera sempre necessario, no estudo de certos problemas, montar uma fungao que satisfaga a 
algumas condigoes. 

Exercicio 2.13. Uma esfera e pintada com uma tinta cujo custo e de R$10,00 por metro 
quadrado. Expresse o custo total da tinta necessaria emfungao do raio (medido em metros) da 
esfera, T(r). Em seguida, a esfera e enchida de concreto, a R$30,00 o metro cubico. Expresse 
o custo total de concreto necessario emfungao da superjrcie (medida em metros quadrados) da 
esfera, C(s). 

Exercicio 2.14. Considere um ponto P = (a, b) na reta 2y + x = 2. Expresse d(a) (res- 
pectivamente d(b)), a distancia de P ao ponto Q = (1,-2) emfungao de a (respectivamente 

b). 

Exercicio 2.15. Um poligono regular (isto e, com todos os seus lados iguais) com n lados e 
inscrito em um disco de raio r. Calcule o seu perimetro e a sua area emfungao de n e r. 

Exercicio 2.16. Um recipiente conico e criado girando o grafico da fungao |x| em torno do eixo 
y. O objetivo e usar esse recipiente para criar um medidor de volumes (digamos, em metros 
cubicos). Explique como que a marcagao do eixo y deve serfeita: 1 m 3 , 2m 3 , ... Faga um esbogo 
desse medidor. 

Exercicio 2.17. Uma corda de tamanho L e cortada em dois pedagos. Com o primeiro pedago, 
faz-se um quadrado, e com o segundo, um drculo. De a area total (quadrado + rirculo) em 
fungao do tamanho do primeiro pedago. De o dominio dessafungao. 

Exercicio 2.18. Um triangulo ABC e isosceles em A, com \AB\ = \AC\ = 1. De a area do 
triangulo emfungao do angulo entreAB eAC. Em seguida, esboce essa fungao no seu dominio, 
e ache o angulo para o qual a area e maxima. 

Exercicio 2.19. Considere a reta r : y = x + 1, e os pontos P = (1,0), Q = (t,0), t > 1. 
Seja R t a regiao delimitada pela reta r, pelo eixo x, e pelas retas verticals passando por P e Q. 
Esboce R t , e expresse a sua area A(t) emfungao de t. 
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CAPITULO 2. FUNCOES 


Exercicio 2.20. Considere uma piramide n de altura H, cuja base e um quadrado de lado 
L (El e L sao constantes). Considere em seguida a piramide truncada IT' obtida cortando n 
horizontalmente, na altura de um ponto P na aresta lateral, como na ilustracao. 



Expresse o volume e a area da superficie de II' em fungao da distancia x = \PB\. 


2.4 Composite), contradommio e imagem 

Suponha que se queira obter o valor de sen(7t 2 ) com uma calculadora. Como uma calcula- 
dora possui em geral as duas fungoes (-) 2 e sen(-), calculemos primeiro o quadrado de n, e 
em seguida tomemos o seno do resultado: 

n = 3.1415... 7i 2 = 9,8696... ^ sen(7t 2 ) = -0.4303... 

O que foi feito foi compor duas fungoes. 


Sejam /eg duas fungoes reais. Definemos a composigao de / com g como a nova fungao 
fog definida por 

(/ ° £)(*):=/(£(*))• 

Isto significa que para calcular x •— > (/ o g)(x)), calculamos primeiro g(x), 

x -> g(x ), 


e em seguida aplicamos /: 


x -► gW"»/(gW). 


Exercicio 2.21. Sejam /(x) = x 2 , g(x) = h(x) = x + 1. Calcule 

(/og)(0),(go/)(0),(/og)(l),(go/)(l),/(g(h(-l))),h(/(g(3))). 


Como foi observado no exercicio anterior, / ° g e em geral diferente de g o /. 

As vezes sera necessario considerar uma fungao complicada como sendo uma composta de 
fungoes mais elementares: 

Exemplo 2.20. A fungao x >—> Vl + x 2 pode ser vista como a composta 

x *-> 1 + x 2 •-> V1 + x 2 , 
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que significa que a/ 1 + x 2 = /(g(x)), com g(x) = 1 + x 2 e /(x) = y/x. Observe que podia 
tambem escrever 

x 1 —> x 2 1 —> 1 + x 2 1 —* y/l + x 2 , 

que da a decomposigao a/ 1 + x 2 = /(g(fr(x))), onde h(x) = x 2 , g(x) = x + 1, /(x) = 

•v/3c. o 

Exercicio 2.22. Para cada funcao f a seguii; de uma decomposicao de f como composigao de 
fungoes mais simples. 

1. sen(2x) 3. sen(±) 4. 

2 1 

' senx 


Exercicio 2.23. Considere 

, ^ fx + 3 sex>0, , N f2x + l se x > 3, 
f(x):=< g(-^):=i 

j^x 2 sex<0, j^x se x < 3. 

Calcule f o g e g o /. 

Lembramos que uma fungao e sempre definida junto com o seu dominio: 

/ : D -»R 
x-»/(x). 

Em “/ : D —> R”, o “R” foi colocado para indicar que qualquer que seja x, /(x) e sempre 
um numero real. Em outras palavas: a imagem de qualquer x e D por / e um numero real. 
Vejamos em alguns exemplos que esse conjunto “R” pode ser mudado por um conjunto que 
represente melhor a fungao. 

Exemplo 2.21. Considere 

/ :R->R 


Como x 2 > 0 qualquer que seja x e R, vemos que a imagem de qualquer x e R por / e 
positiva. Logo, podemos rescrever a fungao da seguinte maneira: 

/ :R-»[0,oo) 


o 

Quando uma fungao for escrita na forma 

/ :D->C 

x -»/(*), 

para indicar que qualquer x em D tern a sua imagem em C, diremos que um contradommio 
foi escolhido para /. Em geral, nao existe uma escolha unica para o contradommio. 
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Exemplo 2.22. Como, x >—> senx e uma fungao limitada, podemos escrever 

sen : K —>[—10, +10] (2.2) 

x i —> senx. 

Mas podemos tambem escolher um contradommio menor: 

sen : K —»[—1, +1] (2.3) 

x >—> senx . 

Acontece que [—1, +1] e o menor contradommio possivel (ver abaixo). o 

Seja / : D —» C. Para cada x G D, lembremos que /(x) eCe chamado de imagem de x, e 
o conjunto imagem de / e deiinido como 


Im(/):={/(x) : x G D}. 


Por definigao, Im(/) c C e um contradommio, e e tambem o menor possivel. Para cada 
y G Im(/), existe pelo menos um x G D tal que /(x) = y; cada x com essa propriedade 
e chamado de preimagem de y. Cada ponto x G D possui uma unica imagem em C; um 
y G C pode possuir uma preimagem, mais de uma preimagem, ou nenhuma preimagem. 

Exemplo 2.23. Considere a fungao seno na reta. Ao x percorrer a reta real, senx atinge 
todos os pontos do intervalo [—1,1], Logo, Im(sen) = [—1,1], Qualquer y G [—1,1] possui 
infinitas preimagens, por exemplo, todos os pontos de {kn, k G Z} sao preimagens de y = 0. 
O ponto y = 2, por sua vez, nao possui nenhuma preimagem (nao existe x G 1 tal que 
senx = 2). o 

Exercicio 2.24. Calcule o conjunto imagem das seguintes funcoes: 


1. —2x + 1, D = M 

7. 

x 2 + 1, D = K 

13. 

| sen x, D = 

R 

2. —2x + 1, D = [-1,1] 

8. 

1 — x 2 , D = K 


sen(^senx), D = K 



14. 

3. x p (p impar) 

9. 

x 2 + 2x, D = (—oo,0) 




4. x p (p par) 

10. 

tanx. 

15. 

x 2 +i> D ® 


5. \,D= R\{0} 

11. 

senx, D = [—f, |] 


Jx +1 

se x > 0 

6. 1 D = (0,oo) 

12. 

cosx, D = (—§,§) 

16. 

U(x-l) 

se x < 0 


Faga a mesma coisa com as fungdes do Exercicio (2.4). 


Exercicio 2.25. Se /(x) = A 2 + x 25 , calcule Im(/). Para cada y G Im(/), determine se y possui 
uma unica preimagem ou mais. 

2.4.1 Bijegao, fungao inversa 

Diremos que uma fungao / : D —» C e bijetiva (ou simplesmente: / e uma bijegao) se 
1. Im(/) = C (isto e, se / atinge cada ponto do seu contradommio), e se 
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2. qualquer y e C possui uma unica preimagem, i.e. existe um unico x G D tal que 

f(x) = y. (2.4) 

Quando uma fungao e bijetiva, e possivel definir a sua fungao inversa, / _1 : C —» D, onde 
para todo y e C, f~ l {y ) e definido como a unica solugao x de (2.4). A fungao inversa tem 
as seguintes propriedades: 


Vx € D, (/ 1 o/)(x) = x, eVjeC, (/o/ 1 )( y ) = y . 


Exemplo 2.24. Considere a fungao do Exemplo 2.8: /(x) = | + 1 com D = [0,2). Entao 
Im(/) = [1,2), e / : [0,2) —» [1,2) e uma bijegao: 




Como y = | + 1, a fungao inversa obtem-se isolando x: x = 2(y — 1). Logo, / _1 : [1,2) —> 
[0,2), / _1 (y) = 2(y — 1). Para esbogar o grafico da fungao inversa no piano cartesiano, e 
mais natural renomear a variavel usada para representar/ _1 , da seguinte maneira: 

f 1 :[1j 2)—»[0,2) 

x >—> 2(x — 1). 


Podemos agora esbocar / 1 



E importante observar que o grafico da fungao inversa obtem-se a partir do grafico de / por 
uma simetria atraves da diagonal do primeiro quadrante: 



o 
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CAPITULO 2. FUNCOES 


Vimos no ultimo exemplo que o grafico de / -1 e obtido a partir do grafico de / por uma 
simetria atraves da diagonal do primeiro quadrante. Isso vale em geral. De fato, se um 
ponto (x,y = /(x)) pertence ao grafico de /, entao (y, x = / -1 (y)) pertence ao grafico de 

r 1 . 

Exemplo 2.25. Considere /(x) = 1 — x 2 . 


2 ) 




1) Com D = [—1,1], temos Im(/) = [0,1], Mas como 1 — (—x) 2 = 1 — x 2 , cada ponto do 
contradommio (diferente de zero) possui exatamente duas preimagens, logo / : [—1,1] —» 
[0,1] nao e bijetiva. 2) Mas, ao restringir o dominio, D = [0,1], entao / : [0,1] —» [0,1], / 
se torna bijetiva. O seu inverso se acha resolvendo y = 1 — x 2 : x = — y. Assim, a sua 

fungao inversa e dada por/ -1 : [0,1] —» [0,1], / -1 (y) = y/l—y. o 


Exercicio 2.26. Mostre que afungao 


f: (-1,0) -(0,1) 

x •—> Vl — x 2 


e bijetiva, e calcule f Esboce o grafico de f 

Exercicio 2.27. Considere f : (—1, oo) —> R, /(x) = A partir do grafico de f, de o seu 
conjunto imagem, e mostre que f : (—1, oo) —» Im(/) e uma bijegao. Em seguida, de a sua 
fungao inversa. 


Exercicio 2.28. Seja f : R —» R uma bijegao impar. Mostre que a sua fungao inversa f 1 
R —» R e impar tambem. 


Exercicio 2.29. Para cada um dos contradominios C a seguii; de um exemplo expticito de 
bijegao f : (0,1) —» C. 

1. (0, b), onde b > 0. 3. (0, oo) 5. (0,1) 

2. (a, b), onde a < b. 4. (—oo, oo) 


Exercicio 2.30. Sejam /(x) e g(x), x e R, definidas por 

f (x):=LxJ + (x — |_x_|) 2 , g(x):=LxJ + -v/x —LxJ. 


Mostre que g = f 1 
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2.4.2 Inversos das potencias 

Vimos que se p e par, entao a fungao /(x) = x p e par, e Im(/) = [0, oo) ou (0, oo) (de- 
pendendo de p ser > 0 ou < 0). Logo, para serem invertidas, o domrnio delas precisa ser 
restringido. Escolheremos (para p par) 

/ : [0, oo)-»[0, oo) 
x >—> x p . 

Vemos que com essa restrigao, / se torna bijetiva: para cada y G [0, oo) existe um unico 
x G [0, oo) tal que x p = y. Esse x costuma ser denotado por x = y 1 ' p : 

f- 1 : [0, oo) —»[0, oo) 


No caso p = 2, y 1/2 = Jy e a fungao raiz quadrada. 



P = 2 
P = 4 
P = 6 


Se p > 0 for fmpar, Im(/) = E e nao e preciso restringir o seu domrnio: 

/ :M-»R 
x 1 —> x p 

e bijetiva, e o seu inverso tern o seguinte graiico: 



Exercicio 2.31. Complete essa discussao, incluindo os valores negativos de p. 


Exercicio 2.32. Resolva: 

1. x > Vx + 2 2. (x — l) 2 < Vl — x 3. V—x 2 — x + 6 = —(x + 

1 ) 
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2.4.3 Fungoes trigonometricas inversas 

Vimos que para a fungao sen : R —> [—1,1], um y € [—1,1] possui infinitas preimagens, logo 
nao e bijegao. Portanto, para inverter a fungao seno, e necessario restringir o seu domrnio. 
A restringiremos ao intervalo [—f, | ]: 



De fato, com essa restrigao, 

sen : [-§,§] -»[-1,1] 
x i —> senx 

e uma bijegao, pois cada y e [—1,1] e atingido e possui uma unica preimagem. A fungao 
inversa e chamada arcseno, e denotada 

arcsen : [-1,1] -> [— f, f] 
y i —> arcsen y . 


Pela sua definigao, ela satisfaz: 


Vy e [—1,1] : sen(arcseny) = y , e Vi e [—|] : arcsen(senx) = x . 


(2.5) 


O grafico de arcsen pode ser obtido por uma reflexao do grafico de sen pela diagonal do 
primeiro quadrante: 


arcsenx 



Observagao 2.2. (Ja fizemos esse comentario no Exemplo 2.24.) Como arcsen e definida 
como a fungao inversa de x ^ senx (no intervalo [— f,f]), o mais correto e escreve-la 
y <—> arcsen y. Mas para esbogar o seu grafico, faz mais sentido usar a notagao habitual, em 
que o eixo das abscissas e chamado de “x”. Por isso, esse ultimo grafico representa o grafico 
da fungao arcsen, mas chamando a sua variavel x (em vez de y): x <—> arcsenx. Faremos a 
mesma modificagao nos proximos graficos. • 

Exercfcio 2.33. Seja y e (0, |) tal que y = arcsen |. Calcule seny, cosy, e tany. 
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O cosseno pode ser invertido tambem, uma vez que o seu dominio e bem escolhido: 

cos : [0, n] —* [—1,1] 
x •—> cos x 


x 


A fungao inversa e chamada arcosseno, e denotada 

arcos : [—1,1] —» [0, n ] 

y >-> arcos y . 

Ela possui as propriedades: 

Vy G [—1,1] : cos(arcosy) = y , e Vx G [0, n] : arcos(cosx) = x . (2.6) 

O grafico de arcos pode ser obtido por uma reflexao pela diagonal do primeiro quadrante: 

arcos x 



Para inverter a tangente, faremos a restrigao 

tan : (—|, f) —» R 

x >-> tan x, 


obtendo assim uma bijegao. 


x 



43 


Calculo 1, Versao 1.02 (26 de fevereiro de 2015). Sugestoes, criticas e corregoes: sacha@mat.ufmg.br 














2.4. Composicao, contradommio e imagem 


CAPITULO 2. FUNCOES 


A fungao inversa e chamada de arctangente: 

arctan : K —> (—|, |) 
y >—> arctan y . 


Como antes, 


Vx e (—f, f ) : arctan(tanx) = x , e Vy e K : tan(arctany) = y . 


(2.7) 


O seu grafico possui duas assintotas horizontals: quando x e positivo e grande, o grafico 
de arctan x se aproxima da reta de equagao y = f, e quando x e negativo e grande, ele se 
aproxima da reta de equagao y = — |: 



Observemos tambem que arctan e uma fungao fmpar, limitada por f. 

Observagao 2.3. E importante notar que as tres fungoes trigonometricas inversas, arcsen 
arcos e arctan, foram definidas a partir de uma escolha de uma restrigao para cada uma das 
fungoes sen, cos e tan. Essa escolha pode parecer arbitraria, mas e a mais comum usada nos 
livros de matematica. Continuaremos usando as fungoes inversas assim definidas, ate o fim 
do curso. • 

Exercfcio 2.34. Determine os dominios das seguintes fungoes. 

1. arcos x — arcsen x 3. tan(arcsenx) 

2. arcos(2x) 4. arcos(^f 2 ) 

Exercfcio 2.35. Uma tela de cinema de 5 metros de altura esta pregada numa parede, 3 metros 
acima do chao. a) Se P e um ponto no chao a distancia x da parede, calcule o angulo 6 sob o 
qual P ve a tela, em fungao de x. b) Mesma coisa se P e a 2 metros do chao. (Obs: no Exerdcio 
7.15 calcularemos onde colocar o ponto P de modo tal que o angulo seja maximo.) 

Exercfcio 2.36. Resolva: 

1. 3arcsenx = | 3. 2sen(arcsenx) = | 

2. arctan(x — 1) = f 4. arctan(tan(x 2 )) = | 

As fungoes trigonometricas inversas tern idendidades associadas. Somente consideraremos 
algumas: 
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CAPITULO 2. FUNCOES 


2.4. Composiqao, contradommio e imagem 


Exemplo 2.26. Provemos, por exemplo, a identidade 

cos(arcsenx) = V 1 — x 2 , Vx e [—1,1]. (2.8) 

Primeiro, como sen 2 a + cos 2 a = 1, temos, usando (2.6), 

cos 2 (arcsenx) = 1 — sen 2 (arcsenx) = 1 — x 2 . 

Mas como —j < arcsenx < §, vale cos(arcsenx) e [0,1]; logo, tomando a raiz quadrada 
da a idendidade desejada. Um outro jeito de entender a identidade e de escreve-la como 
cos(arcsenx) = cos a, onde a = arcsenx. Logo, sen a = x, o que pode ser representado 
num triangulo: 

Nesse triangulo vemos que cos a = ' /l ~ x2 = Vl —x 2 . o 

Exercicio 2.37. Simplifique: 

1. cos(2arcosx) 3. sen(2arcosx) 5. sen(2arctanx) 

2. cos(2arcsinx) 4. cos(2arctanx) 6. tan(2arcsenx) 

Exercicio 2.38. Mostre que para todo x e [—1,1], 

arcsenx + arcosx = |. 
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Capitulo 3 

Exponencial e Logaritmo 


0 objetivo nesse capitulo e definir e descrever as principals propriedades de uma das fungoes 
mais importantes da matematica, a exponencial de base a, 



e da sua fungao inversa, o logaritmo na base a, 



Os exemplos de uso dessas duas fungoes em ciencias sao inumeros. Vejamos dois exemplos 
onde elas aparecem nos axiomas de uma teoria: 

Exemplo 3.1. Em ftsica estatistica, estudam-se sistemas em equilibrio termodinamico. Su- 
ponha que um sistema pode estar, no equilibrio, em um dos N microestados Xi,...,x N de 
energias respectivas Ei,.. .,E n . Se a temperatura e T, a probabilidade do sistema estar 
no estado i e dada por 

_JL 

e k B T 


onde e x e a fungao exponencial na base e = 2.718... (ver Segao 3.3), k B e a constante de 
Boltzmann e Z a funqao de partigao. o 


47 



3.1. Exponencial 


CAPITULO 3. EXPONENCIAL E LOGARITMO 


Exemplo 3.2. Em Teoria da Informagao, estudam-se sequencias infinitas de sfmbolos alea- 
torios. Com um alfabeto binario A = {0,1}, 

01101001000011011011001001101010011001000000111010101100110 .... 

Com um alfabeto A = {0,1,2,..., 8,9}, 

43895612031468275092781059463897360142581974603522706194583... 

Se cada algarismo cq de um alfabeto A = {a 1 ,a 2 , ...,a k } aparece com uma probabilidade 
P;, onde Xj=iPj = 1> entao a Entropia de Shannon de uma sequencia aleatoria com essa 
propriedade e definida por 

k 

S = -^ i P j l°g 2 p j , 

l=i 

onde o logaritmo e na base 2 (mas pode ser tornado numa base qualquer). S da um limite 
para a maior taxa de compactagao para essa sequencia. o 

Uma construgao completa das fungoes exp a x, log a x, para todo tel, como se encontra 
nos livros de analise, requer um conhecimento detalhado das propriedades dos numeros 
reais. Aqui daremos uma construgao que, apesar de nao ser completamente rigorosa, tern 
a vantagem de ser intuitiva (espera-se) e permitira usar essas fun^oes ja desde o proximo 
capftulo. 


3.1 Exponencial 


Seja a > 0 um numero positivo, fixo, chamado base. Definamos primeiro, para todo numero 
natural neN, 

exp a (n):=a n = a ■ a ■ ■ ■ a (n vezes) . 

(Em particular, a 1 = a.) Assim obtemos uma fungao 

exp a : N —»(0, oo) 
n^a n , 


que satisfaz as seguintes propriedades: para todo m,n€N, 


Se b > 0 for uma outra base, 


a m a n = a m+n , 

(3.1) 

(a m ) n = a m ' n . 

(3.2) 

(a • b) n = a n b n . 

(3.3) 


O nosso objetivo e de estender essa fun<;ao a reta real toda: 


exp a : R —»(0, oo) 


x i —> a 


X 


Faremos essa extensao passo a passo, com o seguinte objetivo em mente: que as relagoes 
(3.1)-(3.3) sejam sempre satisfeitas, tambem para variaveis reais. 
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CAPITULO 3. EXPONENCIAL E LOGARITMO 


3.1. Exponencial 


Por exemplo, como definir a 0 ? Para (3.1) ser satisfeita com m = 0, n = 1, 


a = a 1 = a 1+0 = a 1 ■ a 0 = a - a 0 . 


Dai, simplificando por a na ultima expressao, vemos que e preciso definir 


a°:=l. 


Podemos em seguida definir a exponencial dos inteiros negativos, a n . Usando de novo 
(3.1) com m = —n, temos 

a n a~ n = a n ~ n = a 0 = 1. 

Logo, vemos que a~ n precisa ser definida como: 


a 


—n . 


l 


a n 

O mesmo raciocinio pode ser aplicado em geral: se a x ja foi definido para x > 0, entao o 
unico jeito de definir a~ x e como: 


a 


—X _ 


a x 


Estamos por enquanto com uma fungao 


exp a :Z-»(0,oo) 
n >-» a n . 


Fagamos um primeiro esbogo, isto e, representemos alguns pontos de coordenadas (n, a n ), 
n G Z, no piano cartesiano (nessa figura, a = 2): 


a 


n 



l 




+ 


2 


-> Z 


Ja podemos observar que para valores de n positivos grandes (aqui a = 2), 

2 X = 2 2 2 = 4, 2 3 = 8 2 4 = 16, 2 5 = 32, 2 6 = 64,... 

Como cada elemento dessa sequencia e o dobro do anterior, ela diverge exponencialmente 
rapido. Por outro lado, para valores de n negativos grandes, a sequencia converge exponen¬ 
cialmente rapido para zero: 

2 -1 = 0.5, 2 -2 = 0.25, 2" 3 = 0.125, 2" 4 = 0.0625, 2" 5 = 0.03125 ... 

Agora que a x foi definida para os valores de x inteiros, vejamos como definir a x para os 
semi-inteiros x e {...,— |,— |,— }■ P° r exemplo, se x = |, ja que (a 2 ) 2 = a por 
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3.1. Exponencial 


CAPITULO 3. EXPONENCIAL E LOGARITMO 


(3.2), vemos que a 2 = a. 
Quando m > 0, 

e quando m < 0, 


Para definir a x para x = f, m e Z, usemos tambem (3.2). 

a S : =( a £) m = v'o". 


a 2 


m • 

a 2 


Assim, o grafico anterior pode ser acrescentado dos pontos da forma ( j, a 2 ): 


rTTn i i —i-1—i—i— h-> 

-4 - 3 - 2-10 1 2 


Repetindo esse processo, a x pode ser definido para os pontos da forma f, -j|, etc, ob- 
tendo assim uma fungao definida para qualquer x da forma Esses reais sao chamados 
de racionais diadicos. 


k = 1: 


i i i I i i i i 

-4 -3 -2 -1 0 


I I I I 




Observe que a medida que k aumenta, os racionais diadicos ^ vao enchendo a reta real: 
diz-se que eles formam um conjunto denso na reta. 


Mas todos os racionais diadicos sao racionais, e existem muitos (!) reais que nao sao 
racionais... Daremos a ideia da ultima (e mais delicada) etapa da constru^ao de a x para 
qualquer real x. Procederemos por aproximagao, observando que qualquer real x pode ser 
cercado por dois diadicos, digamos z_ e z + , arbitrariamente proximos um do outro. 
Exemplo 3.3. Por exemplo, n = 3.141592... e irracional 1 , e e possivel obter aproximagoes 
pegando sucessivamente diadicos com k = 0, 1 , 2 ,... ,etc.: 


o 3 4 , 

2° 2° 

3 = — < n < — = 3.5 

2 1 2 1 

12 13 

3 = — < n < — = 3.250 

2 2 2 2 

25 26 

3.125 = — < tl < — = 3.250 etc. 

2 3 2 3 


'A irracionalidade de n foi provada pela primeira vez por Johann Heinrich Lambert em 1761. 
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CAPITULO 3. EXPONENCIAL E LOGARITMO 


3.1. Exponencial 


Assim, podemos sempre achar um diadico, ou maior ou menor do que n, cujo valor numerico 
e arbitrariamente perto de n. o 

Assim, para qualquer irracional x, e possivel escolher uma sequencia decrescente de dia- 
dicos que tende a x, z y \ x, e uma sequencia crescente de diadicos z~ que tende a x, 
z~ /* x. 

n ' 



Vemos entao que os valores de a z " e a z " se aproximam de um valor comum, que sera usado 
para definir o valor de a x . 

Observe que essa construgao usa implicitamente, pela primeira vez, a ideia sutil de limite, 
que sera apresentada no proximo capitulo: qualquer real x pode ser aproximado por uma 
sequencia z n de racionais diadicos: 

x = lim z n . 

n—>oo 

Como a z " ja foi definida para cada z n da sequencia, a x e definida como 

a x := lim a Zn . 

n—> oo 

Pode ser mostrado que a fungao x >-» a x obtida satisfaz as propriedades (3.1)-(3.3). Por 
exemplo, se y e um outro real, aproximado pela sequencia w n , y = limn^oo w n , entao x + y 
pode ser aproximado pela sequencia (z n + w n ), logo 

a x+y = lim a Zn+Wn = lim a z "a w " = (lim a z ")( lim a w ") = a x a y . 

Tl — >00 71 —>00 71 — >00 71 —> oo 

Todas as operates acima sao corretas, mas precisam ser justificadas. 

AQUI Assim conseguimos definir a fun<;ao exponencial na base a > 0 como uma fun<;ao 
definida na reta real inteira: 


exp a : K —> (0, oo) 
x^a x . 

Ela foi construida de maneira tal que as seguintes propriedades sejam satisfeitas: a 0 = 1, 


a x a y = a x+y 

(3.4) 

X 

II 

X 

(3.5) 

a x 

— = a y 

(3.6) 

ay 

(< ab) x = a x b x . 

(3.7) 


Todas as fun^oes exponenciais com base a > 1 tern graficos parecidos: 
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3.1. Exponencial 


CAPITULO 3. EXPONENCIAL E LOGARITMO 



Observe que todos os graficos passam pelo ponto (0,1), e que x >—» a x e estritamente cres- 
cente: 

x < y <=> a x < a y . 

Para os valores a < 1, basta usar uma simetria: Para a = \ por exemplo, podemos observar 
que 

expi(x) = (|) x = 2~ x = exp 2 (—x). 

Portanto, o grafico de x >—> (|) x e obtido a partir do grafico de x >-» 2 X por uma simetria 
pelo eixo y. Em geral, o grafico de x *-> (^) x e obtido a partir do grafico de x >—> a x por uma 
simetria pelo eixo y: 



Temos tambem que quando 0<a<l, x >—> a x e estritamente decrescente: 

x < y <=> a x > a y . 

Exercicio 3.1. Esboce os graficos dasfungoes 1 — 2~ x , 3 x- \ (f) _x , —(|)' x '. 

Com mais fungoes, resolvem-se mais (in)equagoes: 

Exemplo 3.4. Resolvamos 

3 X + 3" x = 2. 

Multiplicando por 3 X em ambos lados e agrupando os termos obtemos (3 X ) 2 —2 • 3 X +1 = 0. 
Chamando z = 3 X , essa equagao se torna z 2 — 2z + 1 = 0, cuja unica solugao e z = 1, isto e, 
3 X = 1. Logo, S = {0}. o 
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CAPITULO 3. EXPONENCIAL E LOGARITMO 


3.2. Logaritmo 


Exercfcio 3.2. Resolva: 

1. 5 x + 25-5~ x =26 3. 2 X+1 — 16 < 0 5. (2 X - 2)(^ - 1) < 0 

2. (2 x f = 16 4. 3 X > l 6. 2 2x+1 > 5 1 "* 

Observagao 3.1. Para se acostumar com a as mudangas de escala entre os valores de 10 n 
para n grande positivo e n grande negativo, sugiro assistir o pequeno filme classico de Char¬ 
les e Bernice Ray Eames de 1968: Powers of Ten ( Potencias de dez ). Se encontra por exemplo 
em: http://www.youtube.com/watch?v=OfKBhvDjuyO. • 

Observagao 3.2. Lembramos que a base de uma exponencial e sempre estritamente positiva. 
De fato, definir a exponencial para bases negativas, por exemplo a = —1, daria problemas 
ja para definir (— l) 1 ^ 2 , que corresponde a V—l, que nao e definido nos reais. Observe 
tambem que a base a = 0 nao e interessante, mas mesmo assim daremos um sentido a “0°” 
no Capitulo 6. • 


3.2 Logaritmo 

Como a exponencial x exp a x e estritamente crescente (ou decrescente se 0 < a < 1), e 
uma bijegao de R para (0, oo), e a sua fungao inversa e bem definida, chamada logaritmo 
na base a: 


log a : (0, oo) —> R 

y lo §a y ■ 

Como a 0 = 1, temos log a 1 = 0, e como a 1 = a temos log a a = 1. O grafico do logaritmo, 
dependendo da base, e da forma: 



O logaritmo e estritamente crescente se a > 1, estritamente decrescente se 0 < a < 1. Por 
definigao, 

Vx > 0 : a logaX = x , e VxGl : log a (a x ) = x . (3.8) 

A definigao do logaritmo deve ser lembrada pela seguinte equivalencia: 


z = log a x <=> a z = x. (3.9) 

Por exemplo, para calcular log 2 8, basta chamar z = log 2 8, que e equivalente a 2 Z = 8, cuja 
unica solugao e z = 3. 
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3.2. Logaritmo 


CAPITULO 3. EXPONENCIAL E LOGARITMO 


Observagao 3.3. 0 logaritmo foi inventado por Napier 2 no seculo XVI, numa epoca em 
que ainda nao existiam calculadoras. Suponha que se queira calcular, na mao, uma potencia 
de um numero grande. Por exemplo: 98 46 6 . A conta, apesar de nao ser dificil, requer um 
certo trabalho: primeiro calcula 9846 2 = 9846 x 9846 = • • • = 96943716. Depois, calcula 
9846 3 = 96943716 x 9846 = 954507827736, etc. Ate obter 9846 6 , que e um numero de 
23 digitos... 

Suponha agora que seja conhecido um numero x tal que 9846 = 10 x . Entao, pela propri- 
edade (3.5) da exponencial, tomar a sexta potencia se reduz a multiplicar x por 6: 

9846 6 = (10 x ) 6 = 10 6x ! 

O numero procurado x nao e nada mais do que o logaritmo de 9846 na base 10: x = 
log 10 9846 (com a minha calculadora: x ~ 3,9932). No fim do seculo XVI ja existiam 
tabelas dando log 10 n para todos os inteiros n entre 1 e 90000, com uma precisao de quatorze 
decimais. 

Dando assim um novo jeito de calcular, logaritmos se tornaram uma ferramenta indispen- 
savel nas ciencias e na engenharia. O Kepler 3 usou logaritmos sistematicamente no seu 
estudo do movimento dos planetas. • 

O logaritmo satisfaz as seguinte identidades (supondo x,y > 0, menos na segunda, onde 

y 6R): 


l°ga(*y) = log a X + log a y ( 3 - 10 ) 

log a (x y ) = ylog a x (3.11) 

!°ga 7 = log a x-log a y (3.12) 

Para provar a primeira, chamemos z = log a (xy), o que significa a z = xy. Escrevendo 
x = a log “ x , y = a log “ y e usando a propriedade (3.4) da exponencial, temos 

a z = a lo g a ^ a lo g a y = a iog a x+i°g a y . 

Assim vemos que z = log a x + log a y, o que prova (3.10). 

Exercfcio 3.3. Prove (3.11) e (3.12). 

Exercicio 3.4. Calcule, sem usar calculadora, 

log 4 16, logjj 1, log 2 ^, log 1/2 8, 7 21oSy5 . 

Exercicio 3.5. Suponhamos que o tamanho de uma populagao de baratas numa casa dobre 
a cada mes, e que no fim do mes de dezembro de 2010, foram registradas 3 baratas. De o 
numero de baratas em fungao do numero de meses passados (n = 1: fim de Janeiro, etc.) 
Quantas baratas vivem na casa no fim do mes dejulho de 2011? No fim de agosto? Quando 
que sera ultrapassado o milhao de baratas? 

2 John Napier, Merchiston (Escocia) 1550 - 1617. 

3 Johannes Kepler, Weil der Stadt (Alemanha) 1571 - Regensburg 1630. 


54 


Calculo 1, Versao 1.02 (26 de fevereiro de 2015). Sugestoes, criticas e corregoes: sacha@mat.ufmg.br 



CAPITULO 3. EXPONENCIAL E LOGARITMO 


3.2. Logaritmo 


Exercicio 3.6. De o dommio de cadafungao abaixo. 

1. log 5 (2 + x) 4. \/l — log 7 (x) 

2. log 2 (2 —x) 5 i 

o 8x ' 

log 6 (l-x 2 ) 


6. log 2 (|2x + 1| + 3x) 

7. 3 1o S3 x 


Suponha que o logaritmo de x > 0 seja conhecido na base a: log a x. Como calcular o 
logaritmo numa outra base b > 0, log b x? Chamando z = log b x, temos b z = x. Mas b pode 
ser escrito como b = a log “ b , assim temos a zlog “ b = x. Portanto, zlog a b = log a x. Obtemos 
assim a formula de mudanga de base: 


Exemplo 3.5. Resolvamos: 


log 5 * 


lo gq* 

lo gq b ' 


2 X • 3~ x = 4. 


(3.13) 


Coloquemos cada termo na mesma base, por exemplo na base a = 5: 

5 * log 5 2 . 5 -*logs 3 = 5 lo g 5 4 _ 


Logo, x satisfaz xlog 5 2 — xlog 5 3 = log 5 4, isto e: x = log'^-klg 3 - Observe que por (3.13), 
essa resposta nao depende da base escolhida para calcular o logaritmo. De fato, ao escolher 
b = 3 em vez de a = 5, teriamos obtido x = log ^ipg 3 > <l ue P or (3.13) e igual a 


logs 4 
logs 3 

logs 2 _ logs 3 
logs 3 logs 3 


logs 4 

log 5 2-log 5 3 ' 


o 


Exercicio 3.7. Resolva. 

7 2 X = - 
j. z 8 

2. log 10 (x + 3) = 3 


4. 2 X = 5 1 ~ X 

5. log 2 (x 2 + 1) = —2 

6. 3 + log 2 (| — x) 

log 2 (|=f) ^ 


7. log 8 (—x) > 0 

8. log 3 (x 2 — 2x) < 1 

9. 


Exercicio 3.8. Considere duas colonias de bacterias, de tipos Ae B, originalmente com N A = 
123456 e N B = 20 individuos. As bacterias do tipo A triplicam (em numero) a cada dia, 
enquanto as do tipo B dobram a cada bora. Quanto tempo demora para as duas colonias 
terem populagoes iguais em tamanho? A longo prazo, qual colonia cresce mais rapido? 

Exercicio 3.9. Mostre que afungao abaixo e uma bijegao, e calcule / -1 . 

/ : R —> R* 

3 X + 2 
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CAPITULO 3. EXPONENCIAL E LOGARITMO 


Exercicio 3.10. Deixar uma quantidade C 0 no banco numa poupanga com tcoca de juros de 
r% significa que em um ano, essa quantidade gerou um lucro de y^C 0 . Assim, depois de um 
ano, a quantidade inicial acrescentada do lucro e de: C 1 = C 0 + = (1 + ^)C 0 . Se essa 

nova quantidade for deixada por mais um ano, a nova quantidade nofim do segundo ano sera 
de C 2 = C 1 + = (1 + ^q) 2 C 0 . Assim, a quantidade de dinheiro emfungao do numero de 

anos e exponencial de base a = 1 + 

Q, — C 0 (l + Yoo) • 

1. Suponha que a taxa e de 5%. Se eu puser RS1000 no banco hoje, quanto que eu terei 
daqui a 5 anos? Quanto que eu preciso por no banco hoje, para ter RS2000 daqui 
a dois anos? Se eu puser RSI hoje, quantos anos que eu preciso esperar para eu ter 
RSI.000.000? 

2. Qual deve ser a taxa se eu quiser investir RS1000 hoje e ter um lucro de RS600 em 5 
anos? 

Exercicio 3.11. Umafolha de papel e dobrada em dois, para ter a metade do tamanho inicial 
mas uma espessura duas vezes maioi; pra depois ser dobrada de novo em dois, etc. 

1. Estime a espessura de umafolha de papelAA comum, e calcule a espessura total depois 
de 6, respectivamente 7 dobras. 

2. Quantas dobras sao necessarias para que a espessura final seja a) de 1.80 m? b) do 
tamanho da distancia terra-lua? 

Observagao 3.4. O uso de logaritmos e comum quando se quer comparar certas grandezas 
fisicas que tomam valores grandes. Como exemplo, considere a nossa percepgao do volume 
sonoro, que depende da potencia exercida pela pressao do ar nos nossos timpanos. Por 
um lado, a potencia minima que um timpano consegue detectar iica em torno de P min = 
10 _12 W/m 2 . Por outro lado, a potencia maxima que ele consegue aguentar (isto e sem 
soffrer danos irreversiveis) iica em torno de P max = 100 W/m 2 . Para P ~ P min a sensagao e 
de que nao ha som nenhum (volume nulo). Quando P ~ P max , a sensagao e de um volume 
altissimo. 

Acontece que a nossa percepgao do volume associado a uma potencia intermediaria P min < 
P < P max e proporcional nao a P mas ao logaritmo de P. Por isso, deiine-se o numero de 
decibeis (unidades: dB) associado a potencia P como 

L{P) = 10 • log 10 (—^—) . (3.14) 

*min 

Assim, L varia entre um minimo de 

L mi n = 10-log 10 (^) = 0dB, 

e um maximo de 

L max = 10-log 10 (^) = 140dB. 

min 


Exercicio 3.12. Qual e o volume total produzido por duas fontes de 120 dB cada? 
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CAPITULO 3. EXPONENCIAL E LOGARITMO 


3.3. A base e = 2,718... 


3.3 A base e = 2, 718... 

A exponencial a x foi definida para qualquer base a > 0. A escolha de uma base especffica 
depende em geral da situagao. Por exemplo, num problema de bacterias cuja populagao 
dobra a cada unidade de tempo, a base sera a = 2. Vimos tambem que a base nao precisa 
ser inteira: no Exercfcio 3.10, a = l + ^. 

A priori, qualquer base pode ser escolhida para estudar um problema. Por exemplo, se 
tivermos alguma preferencia para a base 3, qualquer exponencial pode ser transformada na 
base 3: 

2 x — 3(i°g3 2 )* 5* = 3d°g3 5 )* \ r j x = 3 (logs 17 A 

Existe uma base, denotada por e, cuja importancia sera vista nos proximos capitulos, mas 
que sera introduzida aqui: 

e = 2.718281828459045235360287471352... 

Como n, o numero e e uma constante fundamental da matematica. Ele pode ser definido 
de varias maneiras. Por exemplo, geometricamente, e e o unico numero > 1 tal que a area 
delimitada pelo grafico da fungao x >—> pelo eixo x e pelas retas verticals x = 1, x = e, 
seja igual a 1: 

i 



(Mais tarde veremos como calcular a area debaixo de um grafico.) Analiticamente, ele pode 
ser obtido calculando o valor da soma infinita (chamada serie, ver Calculo 2) 

11111 

e — 1 H-1-1-1-1- V ... , 

1! 2! 3! 4! 5! 

ou como o valor do limite 

e = lim fl + i) n . (3.15) 

n—> oo v 

Foi mostrado por Euler 4 que e e irracional. 

Nao mostraremos aqui porque que as tres definigoes acima sao equivalentes, mas a partir 
de agora admitiremos que o limite em (3.15) existe, e o usaremos para definir a base e. 

A exponencial associada a base e costuma ser escrita exp(x) (em vez de exp e (x)), ou sim- 
plesmente e x . O logaritmo na base e escreve-se ln(x) (em vez de log e (x)), e chama-se 
logaritmo neperiano (devido a Napier), ou logaritmo natural. Por serem a exponencial 
e o logaritmo de uma base especffica, as fungoes e x e lnx possuem todas as propriedades 
das fungoes log a x descritas acima para a > 1. Em particular, elas sao ambas estritamente 
crescentes: 

4 Leonard Euler, Basileia (Suiga) 1707 - Sao-Petersburgo (Russia) 1783. 
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3.3. A base e = 2,718... 


CAPITULO 3. EXPONENCIAL E LOGARITMO 



Veremos que e mais facil manusear exponencial e logaritmos quando esses sao na base e. 
Por exemplo, sera visto que a fungao e x e a unica fungao cujo valor em x = 0 e 1, e que e 
igual a sua propria derivada: (e x ) / = e x . 

Observagao 3.5. Uma boa referenda para aprender mais sobre o numero e, sobre a inven- 
gao do logaritmo e sobre o seu papel no desenvolvimento do Calculo e o livro de Eli Maor, 
e: a historia de um numero (se encontra na Biblioteca Central). • 

Daremos mais dois exemplos em que a constante e tern um papel fundamental: 

Exemplo 3.6. A curva de Gauss, ou Gaussiana e uma distribuigao de probabilidade univer¬ 
sal, que rege o desvio padrao de um grande numero de variaveis aleatorias independentes: 



o 

Exemplo 3.7. Em fisica nuclear, uma substancia radioativa se desintegra naturalmente com 
uma taxa 0 < A < 1, o que significa que a quantidade de substancia em fungao do tempo t 
decresce como 

N t =N 0 e~ Xt ,t> 0, (3.16) 

onde N 0 e a quantidade de substancia inicial eto tempo. 



<> 
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CAPITULO 3. EXPONENCIAL E LOGARITMO 


3.4. Funqoes hiperbolicas 


Exercicio 3.13. Considere (3.16). 

1. Calcule o tempo de meia-vida T, isto e, o tempo necessario para a quantidade de subs¬ 
tantia ser igual a metade da sua quantidade initial. Qual e a quantidade de substantia 
sobrando depois de duas meia-vidas? Quatro? Existe um tempo em que a substantia 
toda se desintegrou? 

2. Sabendo que o uranio 235 possui uma taxa de desintegragao X v = 9.9 • 10 -10 , calcule o 
seu tempo de meia-vida. 

Exercicio 3.14. Resolva: 

1. ln(—x) = 2 

2. ln(x 2 ) = 0 

3. ln(x + 1) + | = 0 

4. ln(l + x 2 ) = 

5. e x + e~ x = 4 


6. e 2x 1 < <fe 

2x—l 

7. e 3x+i > P 


8. ln(g=f) < 0 


9. In |x + 4| + In |x — 1| = In 6 
10 . (lnx) 2 + lnx > 0 


Exercicio 3.15. Determine quais das fungoes abaixo sao pares, unpares, ou nem par e nem 


impar. 

1. e x 

3. e* 2 -* 4 

5. e x — e x 

ry e* 2 +eW 

2. lnx 

4. e x + e~ x 

6. ln(l — |x| + x 2 ) 

x 4 +x 6 +l 


Exercicio 3.16. Esboce o grafico da fungao g(x):= f , )2 . Em seguida, esboce o grafico da 

fungao /(x):=(ln °g)(x) somente a partir das propriedades do grafico de g e das propriedades 
do In. 

Exercicio 3.17. Determine o conjunto imagem da fungao /(x):=-q-j-. 


3.4 Fun 9 oes trigonometricas hiperbolicas 

A exponencial na base e permite definir tres fungoes fundamentals chamadas respectiva- 
mente seno hiperbolico, cosseno hiperbolico e tangente hiperbolica: 


?z> 

X 

1 

1 

* 

e x + e~ x e x - e~ x 

senhx:=-, coshx: = 

=-, tanhx:=-. 

2 

2 e x + e~ x 


Para entender a origem da mistura de terminologia (nada obvia a priori!) usada para de¬ 
finir essas fungoes, “trigonometria” e “hiperbole”, o leitor interessado podera consultar o 
texto da Professora Sonia Pinto de Carvalho 5 . Estudaremos mais a fundo as propriedades 

5 www .mat.ufmg .br/~sonia/pubensino .htm 
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3.4. Funcoes hiperbolicas 


CAPITULO 3. EXPONENCIAL E LOGARITMO 


dessas fungoes nos proximos capftulos; por enquanto faremos somente alguns comentarios. 


Observe primeiro que 

senhx 

tanh x =-, 

coshx 

Tambem, 


re x + e *^2 re x — e x \2 e 2x + 2 + e 2x e 2x — 2 + e 2x 

V22V22 - 4 4 _ 1 ’ 

portanto vale a seguinte identidade, 

cosh 2 x — senh 2 x = 1, (3.18) 

que tem uma semelhanga com (1.24): cos 2 x + sen 2 x = 1. 

Exercicio 3.18. Mostre que coshx e umafungao par, e que senhx e tanhx sao impares. 


Os graficos das fungoes hiperbolicas serao estudados em detalhes nos proximos capftulos. 
Mencionaremos somente o seguinte fato: o grafico da fungao coshx aparece a cada vez que 
uma corda e pendurada entre dois pontos Ae B: 
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Capitulo 4 
Limites 


Nesse capitulo comegaremos o estudo do conceito fundamental do Calculo: limite. 

A ordem na qual a materia e apresentada aqui e um pouco diferente da ordem usual. Na 
Segao 4.1 comegaremos descrevendo os limites no infinito, isto e, estudaremos o comporta- 
mento dos valores de uma fungao /(x) quando x e grande (positivo ou negativo). Depois, 
na Segao 4.2, olharemos o que acontece quando x —» a, onde a e um ponto da reta real. A 
nogao de continuidade sera considerada na Segao ??. 


4.1 Limites lim x _^ ± 00 /(x) 

A primeira informagao que sera extraida sobre uma fungao sera o seu comportamento no 
infinito. Portanto, comegaremos estudando os valores de uma fungao /(x), quando x fica 
arbitrariamente grande e positivo, ou arbitrariamente grande e negativo. 

4.1.1 Introdugao 

Apesar de elementar, o nosso primeiro exemplo sera um dos mais importantes, pois ele nos 
permite introduzir pela primeira vez a ideia de tender a zero. 

Exemplo 4.1. Ja montamos o grafico da fungao ^ no Capitulo 2. Consideremos aqui o que 
acontece com ^ quando x toma valores grandes, positivos ou negativos: 
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4.1. Limites lim x ^ ±00 /(x) 


CAPITULO 4. LIMITES 


Quando x se afasta da origem, tomando valores grandes e positivos, o que sera denotado 
x —> +oo, vemos que os valores de ^ tendem a zero. Para ilustrar isso podemos observar 
os valores da fungao quando a variavel toma por exemplo os valores x = 10, x = 100, 
x = 1000, 


X = 

10 

100 

1000 

lO’OOO 

1 _ 

X 

0.1 

0.01 

0.001 

0.0001 


Na verdade, pegando uma outra seqiiencia de numeros, por exemplo x = 4, x = 8, x = 16, 
x = 32, ..., observarfamos tambem que os valores se aproximam de zero. O fato de ^ se 
aproximar de zero a medida que x aumenta e obviamente devido ao fato da divisao de 1 
por um numero grande resultar em um numero pequeno. 

Vamos ser agora um pouco mais precisos, e render quantitativa a seguinte afirmagao: tomar 
x grande o suficiente permite tomar ^ arbitrariamente pequeno. Vamos proceder da seguinte 
maneira. Primeiro escolhamos um numero positivo arbitrario, pequeno, que chamaremos 
de tolerancia. Por exemplo: 0.000002. Em seguida, fagamos a pergunta: quao grande x 
precisa ser tornado para tornar ^ menor que a tolerancia escolhida, isto e 

0 < - < 0.000002 ? (4.1) 

x 

Para responder, basta resolver a desigualdade acima. Multiplicando ambos lados por x 
(pode ser feito sem mudar o sentido da desigualdade, ja que x e positivo), e dividindo 
ambos lados por 0.000002, 

1 

0.000002 “ *' 

Como 0 00 Q 002 = 500000, isso significa que qualquer numero x que satisfaz 

x > 500000,, 

tambem satisfaz (4.1). Isto e, tomar um numero x qualquer maior ou igual a 5000000 
garante que a sua imagem (pela fungao ^) sera contida entre 0 e 0.000002 (a tolerancia 
que fixamos). 

O importante e que o mesmo raciocino pode ser feito com qualquer tolerancia, mesmo 
muito pequena. Por exemplo, podemos escolher uma tolerancia igual a 0.00000000123, e 
verificar que todos os x grandes, dessa vez x > 813008131, satisfazem 

0 < - < 0.00000000123. 
x 

Vemos que o mesmo argumento funcionara com qualquer tolerancia. Logo, em vez de 
tomar valores particulares para a tolerancia, podemos simplesmente dar um nome a ela: e. 
Seja entao e > 0 uma tolerancia qualquer (subentendido: tao pequena quanto quisermos, 
mas fixa). Podemos entao procurar os x > 0 que satisfazem 

0 < - < e. 
x 

Resolvendo essa desigualdade obtemos: 
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CAPITULO 4. LIMITES 


4.1. Limites lim x ^ ±00 fix) 


1 




el 



O fato de ser possfvel mostrar que para uma tolerancia arbitrariamente pequena, existe 
sempre um intervalo infinite) de valores de x para os quais a desigualdade 0 < ^ < e e 
verdadeira e o que define rigorosamente o limite. A seguinte notagao costuma ser usada: 


lim - = 0. 

x->+oo x 


Leia-se: o limite de quando x tende a + oo, e igual a 0, ou ^ tende a zero quando x tende 
a +oo. Enfatizemos que isso nao significa, de forma alguma, que ^ e igual a zero quando 
x e grande, mas somente que se aproxima arbitrariamente perto de zero a medida que x vai 
crescendo. 

Consideremos agora o que acontece com ^ quando x —» — oo. Dessa vez a fungao tende a 
zero tambem mas com valores negativos, ja que ^ < 0 se x < 0 (de uma olhada na figura 
do inicio do exemplo). Logo, gostariamos de fixar uma tolerancia e > 0, e achar os x que 
satisfazem 

-e < - < 0. 
x 

Desta vez, essa desigualdade e satisfeita para qualquer x < — K Escreveremos tambem: 


lim - = 0. 

x^-oo X 


Poderiamos ter calculado os dois limites de uma vez, x —» — oo ex —» +oo, observando 
simplesmente que para um e > 0 fixo, e possivel garantir 


1 

x 


< 6 


para todo x a distancia maior que ^ da origem, isto e |x| > ^. o 

O Exemplo 4.1 levou a definir precisamente o que significa ^ tender a zero quando x —> oo. 
Podemos agora considerar o caso geral: 


Definigao 4.1. Diremos que /(. 

x) tende a zero quando x —> oo se para qualquer tolerancia 

e > 0, e possivel garantir que 



1/0)1 < e 

para todo x > 0 suficientemente grande. 

(4.2) 

Escreve-se: 

lim fix) = 0. 

x-»oo 
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4.1. Limites lim x ^ ±00 /(x) 


CAPITULO 4. LIMITES 


O valor absoluto foi usado em (4.2), pois /(x) pode tender a zero sem que o seu sinal seja 
sempre > 0 ou < 0 (como foi visto no caso de 2 ). Para ver um caso que em uma fungao 
tende a zero com o seu sinal oscilando, veja a figura do Exemplo 4.15 na pagina 75. 

Exercfcio 4.1. Usando a definicao acima, mostre que 

500 9 2 

lim -= 0, lim — = 0, lim -= 0. 

x->oo X x->oo X 2 3 — X 

Exemplo 4.2. Consideremos em seguida o comportamento de 

-, quando x —> +oo . 

Para ver o que esta acontecendo, calculemos primeiro a fungao para alguns valores de x, 
grandes e positivos: 


X = 

10 

100 

1000 

lO’OOO 

— ~ 

x+2 

0.8333 

0.9803 

0.9980 

0.9998 


Isso parece indicar que ^ se aproxima de 1 quando x —» + oo. Esse fato pode ser observado 
no trago do grafico da fungao (feito com um computador): 



Gostariamos entao de dar um sentido ao seguinte simbolo: 

lim —= 1. (4.3) 

x^oo X + 2 

A dificuldade, aqui, e que quando x toma valores grandes, ^ ^ uma divisao de dois nu- 
meros grandes, o que representa uma forma de indeterminagao (falaremos mais sobre isso 
depois). No entanto, mostraremos que ^ tende a 1, mostrando que ^ — 1 tende a zero 
no sentido da Definigao 4.2. 

Fixemos uma tolerancia e > 0, e procuremos saber se da para garantir que 


x 

x + 2 



< e. 


(4.4) 


para todo x suficientemente grande. Comecemos explicitando a diferenga: 


x l 


-2 

x + 2 


x + 2 


2 _ 2 
x + 2| x + 2 


(4.5) 


Os valores absolutos foram removidos na ultima igualdade, ja que x sera tornado grande, 
positivo, o que implica x + 2 > 0. Agora, (4.4) sera satisfeita se saber se da para garantir 

< e. 


x + 2 
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CAPITULO 4. LIMITES 


4.1. Limites lim x ^ ±00 fix) 


Resolvendo a desigualdade obtemos: 



e 


Como isso pode ser feito com qualquer tolerancia, conseguimos provar (4.3). o 


Vejamos agora um exemplo em que o comportamento quando x —> oo pode ser diferente 
do comportamento quando x —> — oo. 

Exemplo 4.3. Considere /(x): = jyy. Usando a definigao do valor absoluto, vemos que essa 
fungao e dada por 

( x+I se x > 0, 
fix) = < 0 se x = 0, 


—X 

x+1 


se x < 0. 


Logo, 

X 

lim fix) = lim ——, 

X—> OO X—» OO x + 1 

e e facil mostrar que esse limite vale 1. Por outro lado, 


lim f (x) = lim ——, 

X—*—OO X—>—CXD X+1 


e esse limite se calcula facilmente, e e igual a —1. 



o 

ObservaQao 4.1. Podemos ver, gragas aos graficos montados acima com um computador, 
que a existencia dos limites lim x ^ ±00 /(x) implica que o grafico da fungao se aproxima, 
longe da origem, de uma reta horizontal (que sera chamada de assmtota horizontal). Mas e 
claro que aprender a esbogar graficos e um dos objetivos desse curso, entao o uso de graficos 
ate agora deve ser considerado somente como uma ajuda para entender a definigao de 
limite. • 

Observagao 4.2. Em geral, um limite nem sempre existe. Por exemplo, “lim x ^ 00 senx” nao 
existe, pois a medida que x cresce, senx oscila em torno de 0, sem tender a nenhum valor. 
Um limite pode tambem ser infinito, como veremos mais adiante. • 

Exercicio 4.2. Explique porque que senx nao tende a zero quando x —> cxo no sentido da 
Definigao 4.1. Dica: distinguir os casos e>le0<e<l. 
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4.1. Limites lim x ^ ±00 /(x) 


CAPITULO 4. LIMITES 


4.1.2 A definigao de limite 


Mostramos no Exemplo 4.2 que /(x) = ^ trade a 1 quando x —» oo, provando que a 
diferenga | — 11 se torna sempre menor a medida que x cresce. Em geral, dizer que os 

valores de uma fungao /(x) se aproximam arbitrariamente perto de um valor I quando x 
e grande, e equivalente a dizer que |/(x) — i \ se torna arbitrariamente pequeno desde que x 
seja grande o suficiente. Em outras palavras, 

Definigao 4.2. Diz-se que /(x) tende a I quando x —» oo, e escreve-se 

lim /(x) = l , 

X —>OQ 

(ou as vezes /(x) —» i se nao tiver ambiguidade) se /(x) — I tende a zero, isto e se para todo 
e > 0 (subentendito: arbitrariamente pequeno, masfixo) existir um N tal que se x > N, entao 

\fW-e\ <e. 

A definigao de lim x ^_ DO /(x) = i e parecida, mas “x > N” e trocado por “x < —N”. 

Observagao 4.3. E sempre subentendido, ao escrever “lim^^/(x)”, que /(x) e bem defi- 
nida para todo x suficientemente grande. • 

Observagao 4.4. Em geral, o numero N associado a um e > 0 nao e unico. De fato, suponha 
que foi mostrado que para um certo e > 0, existe um N > 0 tal que |/(x) — 1\ < e para 
todos os x > N. Entao, definindo por exemplo N' = 3 N, a desigualdade |/(x) — 1\ < e vale 
tambem se x > N' , obviamente. O que importa e ser capaz achar pelo menos um N, nao 
importa quao grande for. • 

Exercfcio 4.3. Usando o metodo acima, mostre que 

, 2x -1 2 , 2x -1 2 

lim -= -, lim -= - . 

x^+oo 3x + 5 3 x—>—oo 3x + 5 3 

Em termos do grafico de /, /(x) —■> I deve ser interpretado dizendo que a medida que x 
aumenta, a distancia entre o grafico de / e a reta de equagao y = t tende a zero: 

d(f (x), £) 0. 


Se pelo menos um dos limites lim x ^ DO /(x), lim x ^_ DO /(x), existe e vale l , diz-se entao que 
a reta y = i e assfntota horizontal de /. Por exemplo, a fun^ao /(x) = ^ do Exemplo 
4.2 tern uma assfntota horizontal y = 1, que descreve o comportamento quando x — > — oo 
e x — > +oo. A fun^ao /(x) = do Exemplo 4.3, por sua vez, tern a assfntota y = — 1 
que descreve o comportamento quando x -> -oo, e a assfntota y = +1 que descreve o 
comportamento quando x —> +oo. 


Exercfcio 4.4. Calcule os limites abaixo, usando a Definigao 4.2: 


1 . 

2 . 

3. 


x 1 —1 

lim x->±oo 5 X 2 • 

lim^oo/(x), em que /(x) = 

1 irn x _ >0 o x 3_|_ sen 2 x - 


— cosx 
1 


se x < 0, 
se x > 0 . 
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CAPITULO 4. LIMITES 


4.1. Limites lim x ^ ±00 fix) 


Mencionemos algumas propriedades basicas que decorrem da Definigao 4.2: 


Proposigao 4.1. Suponha que duas fungoes, f e g, possuam limites quando x —* oo: 


lim /(x) = £ l5 lim g{x) = l 2 , 

x—>oo x—>oo 

onde i 1 e i 2 sao ambos finitos. Entao 

lim {/(x) + g(x)} = lim /(x) + lim g(x) = l 1 +i 2 , 

x—>oo x—>oo x —> oo 

lim /(x)g(x) = ( lim /(x)) • ( lim g(x)) = t 1 -i 2 . 

X —» OO x —» OO ' V X—>00 

Alem disso, se i 2 ^ 0, entao 

lim fix) _ lim x-toofjx) _ lj_ 
x ^°° gix) lim x _^ co g(x) £ 2 ' 

As mesmas propriedades valem no caso x —> — oo. 


(4.6) 

(4.7) 


(4.8) 


Demonstragao. Provaremos somente (4.6). Seja e > 0. Definamos e 1 :=e/2. Por definigao, 
lim A .^ 00 /(x) = £ 1 implica que existe N 1 tal que se x > N 1 entao |/(x) — < e v Por outro 

lado, se e 2 :=e/2, entao lim^^ g(x) = £ 2 implica, por definigao, que existe N 2 tal que se 
x > N 2 entao |g(x) — 1 2 \ < e 2 . Logo, se x e maior que N x e N 2 ao mesmo tempo, temos 

\if (*) + g(x)) — (£ 2 4-£ 2 )| = |(/(x)-£ 1 ) + (g(x)-£ 2 )| 

< |/(x)-£ 1 | + |g(x) —£ 2 | < + e 2 = e. 


□ 


A identidade (4.7) implica em particular que se A e uma constante (isto e, um numero que 
nao depende de x), entao 

lim (A/(x)) = A lim/(x). (4.9) 

x —>oo x—>oo 

A maior parte do tempo nao precisaremos passar pelo uso de tolerancias para calcular li¬ 
mites. Em vez disso, usaremos as propriedades acima, e alguns limites conhecidos, para 
calcular outros limites mais complicados. Por exemplo, tendo feito o Exercicio 4.4, pode- 
mos calcular o seguinte limite, usando somente as propriedades basicas da proposigao, sem 
passar pela escolha de tolerancias arbitrariamente pequenas, etc.: 


lim 


2x 2 — 2 


lim 2 


x— 

>oo 

= 2' 

• j lim 


Vx-^OO 

= 2' 

1-0 

= 0. 



x 2 -l 


x 2 -l 


} ■ { lim -i-} 

J tx^oo x 3 + sen 2 x J 
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4.1. Limites lim x ^ ±00 /(x) 


CAPITULO 4. LIMITES 


4.1.3 Limites infinitos 

Em geral, uma fungao qualquer /(x) nao precisa possuir limites no infinito. Isto e, /(x) 
pode nao se aproximar de nenhum valor finito quando x toma valores grandes. Por exem- 
plo, ja mencionamos que as fungoes trigonometricas, por serem periodicas, nao possuem 
limites quando x —» ±oo. 

Mas ja sabemos que varias fungoes nao-limitadas, como x 2 , tomam valores arbitrariamente 
grandes ao x se afastar da origem. Neste caso, o limite nao existe no sentido de ser finito. 
No entanto, gostariamos de poder escrever: 


lim x 2 = +oo . 

x—>oo 

Aqui nao se trata de usar tolerancias, mas de definir precisamente o que significa ultrapassar 
qualquer valor finito a medida que x cresce. Por exemplos, /(x) = x 2 ultrapassa o valor 100, 
a partir de x = 10 em diante, isto e para todos os x > 10. Mas ela tambem ultrapassa o 
valor lO'OOO, para todos os x > 100, etc. 




Definigao 4.3. Diz-se que /(x) tende a + oo quando x —> oo se para qualquer A > 0 
(subentendido: arbitrariamente grande, fixo) existe um N tal que /(x) > A para todo x > N. 
Diz-se que /(x) tende a —oo quando x —» oo se para qualquer A < 0 existe um N tal que 
/(x) < A para todo x > N. (Limites infinitos no caso x —> —oo se definem de maneira 
parecida, trocando “x > N” por “x < —N”.) 


Vejamos primeiro alguns exemplos de fungoes fundamentals que tern limites infinitos. 
Comegaremos com potencias inteiras, x p , p > 0, 


lim x p = +oo , 

x —> OO 


lim x p 

■ 


+ CX0 

—oo 


se p e par, 
se p e impar. 


(4.10) 


Exemplo 4.4. Calculemos o limite 


lim {x 2 + sen(10x)}. 

x->oo 

Sabemos que x 2 tende a +oo, mas que o sen(-) nao tern limite. No entanto, o sen(10x) e 
limitado por 1 em valor absoluto. Logo, parece que a soma acima deve tambem tender a 
+ oo. Para provar isso, fixemos um A > 0 qualquer. Para mostrar que x 2 + sen(10x) > A 
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CAPITULO 4. LIMITES 


4.1. Limites lim x ^ ±00 fix) 


para todos os x suficientemente grandes, comecemos observando que sen(lOx) > —1, o 
que permite escrever (veja a figura abaixo): 

x 2 + sen(lOx) > x 2 — 1 (4.11) 

Mas, observe que x 2 — 1 > Aquando x > N, onde N = *JA+ 1. Agora, e claro que por (4.11) 
temos tambem x 2 + sen(lOx) > A quando x > N. Como o A era arbitrario, isso mostra que 

lim {x 2 + sen(lOx)} = +oo . 

x—>oo 



o 

Vimos que, dependendo da base, as exponenciais e os logaritmos possuem comportamentos 
diferentes no infinito. Se a base for a > 1, 


lim a x = +oo , 

lim a x = 0. 

x—>oo 

x—>—oo 


Em particular, 



lime x = +oo, lim e x = 0. 

x— > oo x — > — oo 

Por outro lado, se a base for 

a < 1, 


lima x = 0, lim a x = + oo . 

x— >oo x — > —oo 

Os logaritmos, por sua vez, 


f +oo se a > 1, 
lim log a x = f 

l—oo se a < 1. 


(4.12) 


(4.13) 


(4.14) 


(4.15) 


Observe que “lim^.oo log a x” nao faz sentido, ja que o dommio de log a e (0, oo)! 
Exercfcio 4.5. Mostre que se lim x ^ DO /(x) = ±oo, entao 

lim TT\ = 0 ' 

x->oo f (^x) 

69 


Calculo 1, Versao 1.02 (26 de fevereiro de 2015). Sugestoes, criticas e corregoes: sacha@mat.ufmg.br 







4.1. Limites lim x ^ ±00 /(x) 


CAPITULO 4. LIMITES 


A propriedade provada no ultimo exercicio permite obter o comportamento no infinito para 
as potencias negativas: x~ q = com q > 0. Como lim^^ x q = +oo, temos 

lim — = 0. 

x—>oo xl 

O limite x —> — oo se calcula da mesma maneira. 

Exercicio 4.6. Mostre que 


( 0 sep < 1, 

lim —-— = \ 1 se p = 1, 

L—>oo pl—P j 

V oo se p > 1. 

E importante notar que em geral, as propriedades descritas na Proposigao 4.1 nao se apli- 
cam quando os limites envolvidos sao infmitos. Aparece frequentemente de ter que lidar 
com quocientes ou diferengas /(x) — g(x), em que ambos /(x) —» oo e g(x) —» oo. 
Neste caso, as identidades da Proposigao 4.1 nao se aplicam, e um estudo caso a caso e 
preciso. 

Produtos de numeros grandes 

Na propriedade (4.7), insistimos sobre o fato dos dois limites lim x ^ DO /(x) e lim x ^ DO g(x) 
existirem e serem finitos para poder escrever 

lim {/(x) • g(x)} = ( lim /(x)) • ( lim g(x)) . (4.16) 

x— >00 X—>00 V X — >CXD 

E importante entender que existem casos em que essa relagao nao pode ser usada. 

Considere /(x) = x, g(x) = K Neste caso, /(x)g(x) = 1, portanto o lado esquerdo de 
(4.16) e igual a 

lim {/(x) • g(x)} = lim 1 = 1. 

X—> OO X —> CXD 

Mas o lado direito e igual a 


( lim /(x)) • ( lim g(x)) = oo • 0 . 

v x—>oo J v x->oo J 

Portanto, se (4.16) fosse verdadeira, teriamos 

“1 = oo -0”, 

o que ja mostra que ha um problema: zero multiplicado por outra coisa dificilmente pode 
dar 1... Mas, se agora /(x) = 2x, g(x) = entao /(x)g(x) = 2, e o mesmo raciocino leva 
a 

“2 = oo • 0”. 

Ou, com /(x) = x 2 e g(x) = 

“oo = oo • 0”. 
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CAPITULO 4. LIMITES 


4.1. Limites lim x ^ ±00 fix) 


Sabemos que qualquer numero multiplicado por zero da zero, mesmo se o numero for 
grande: 

0-10 = 0, 0-100 = 0, 0-10000000 = 0, etc. 

Mas os exemplos acima mostram que ha um problema com “0 • oo”, e lembram que “oo” 
nao pode ser manuseado como os outros numeros reais: em geral “0 • oo” nao vale zero, e 
pode valer qualquer coisa. E por isso que sera sempre escrito usando aspas. A gente chama 
“oo • 0” (ou “0 • oo”) de forma indeterminada. 

Em termos de limites, o exemplo acima mostra que nao se pode aplicar (4.16) quando um 
dos limites e infinito e o outro zero. No entanto, 


Proposigao 4.2. Se lim x ^ OQ /(x) = +oo e lim x ^ OQ g(x) = t, l ^ 0, entao 


lim {/(*)• g(x)} = 

X—> oo 


+ oo 

— OO 


se £ > 0, 
se £ < 0. 


Exemplo 4.5. Por exemplo, ja que lirn^oo ^ = 1 > 0 e lim x ^ DO e x = +oo, 


lim -= lim- e x = +oo . 

x—>oo x + 2 ^oox+2 


o 


Quocientes de numeros grandes 

No Exemplo 4.3 calculamos lim x ^ DO ^ = 1- Observe que este limite e da forma 


lim 

X—>OQ 


fix) 
g(*) ’ 


em que lim x ^ DO fix) = oo e lirn^oo g(x) = oo. Portanto, podemos dizer que e uma forma 
indeterminada 

oo 

a_ r> 

OO 

Em geral, ter uma indeterminagao (qualquer que seja) nao significa que o limite conside- 
rado nao existe ou que ele nao pode ser calculado, mas que um estudo mais minucioso e 
necessario. De fato, os exemplos a seguir sao todos limites da forma mas todos podem 
ser calculados explicitamente e dar valores diferentes: 


X X X 

lim — = 0, lim — = 1, lim — = oo , etc. 

x—>oo x^ x—>oo x^ x—>oo x^ 


Observagao 4.5. Na verdade as indeterminagoes da forma sao equivalentes as inde¬ 
terminagoes da forma “oo • 0”. De fato, se lim x ^ DO e podemos escrever 


Como lirn^oo 


lim 

X—>OQ 

fix) = oo e lim x ^ 


fix) 

gix) 

i 

o° g( x ) 



= 0, o limite acima e tambem da forma “oo • 0”. 
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4.1. Limites lim x ^ ±00 /(x) 


CAPITULO 4. LIMITES 


No proximos exemplos mostraremos varias tecnicas que permitem resolver indetermina- 
goes do tipo Comegaremos com razoes de polinomios, em que os polinomios tem o 

mesmo grau. 

Exemplo 4.6. Calcularemos um limite parecido com o do Exemplo 4.2: 

3x —5 

urn -. 

x + 2 

E facil mostrar que esse limite e igual a 3, mas paremos para pensar de uma maneira dife- 
rente. Na fragao acima, quando x e grande, o numerador 3x —5 e o denominador x + 2 sao 
ambos grandes. No entanto quando x for grande, no numerador o “—5” se torna desprezivel 
comparado com o “3x”, e no denominador o “+2” se torna desprezivel comparado com o 
“x”. Portanto, para x grande, gostariamos de pensar que 


- pode ser aproximado por — , que (apos simplificacao) e igual a 3 . 

x + 2 x 

Esse argumento nao e perfeitamente rigoroso, mas sugere que o limite e 3. Para tornar ele 
mais rigoroso, colocamos x em evidencia no denominador, e simplificamos por x: 


3x — 5 _ *(3-f) _ 3 —f 
x + 2 “ x(l + f) “ 1 + f ' 


(4.17) 


Isso e so um outro jeito de reescrever a fragao, mas agora observe que quando x —> oo, o 
limite desta ultima fragao nao e mais da forma Assim, usando (4.17), (4.6) e (4.8): 


.. 3x —5 
lim - 

x^oo x + 2 


3-- 
lim - j 

x—>oo \ _|_ £ 


lim x ^oo(3-f) 

lim x ^oo(l + f) 


3-0 
1 + 0 


= 3. 


o 


Neste ultimo exemplo aprendemos a extrair, em uma fragao, as partes mais importantes. 
Vejamos mais um exemplo. 

Exemplo 4.7. Considere 

x 3 + lOOOx 
lim -. 

x ^oo 2x 3 + 1 


Vemos que tem dois termos de grau 3, um termo de grau 1 e um termo de grau 0 (aquele 
+ 1). O que importa, aqui, e que no limite x —» oo, os termos de grau 3 vao ser os mais 
importantes. De fato, quando x for grande, x 3 sendo x • x • x, sera muito maior que x. 
Logo, vamos extrair os termos de grau 3 no numerador e denominador, simplificar, e usar 
(4.6M4.8): 


lim 

x —> oo 


x 3 + lOOOx 
2x 3 + 1 


lim 

x —> oo 


* 3 (1+^) 

* 3 (2 + 3 j ) 


lim 

x—>oo 


1 + 


1000 


2 + 


ljm^o(l+g) 1 + 0 1 
lim x ^ 00 (2 + 3j) 2 + 0 2 


o 

Extrair os termos de grau maior no numerador e denominador pode ser feito em outras 
situagoes, com potencias que nao sao inteiras. 
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CAPITULO 4. LIMITES 


4.1. Limites lim x ^ ±00 fix) 


Exemplo 4.8. Considere 


lim 

x—>oo 


x 5 —x 2 + 1 
2 x 5 + 3-/* 


O limite e da forma “ 33 ”, e a fragao contem termos de grau 5, 2, \ e 0. Extraindo o termo 
de grau maior, 


X 5 — X 2 + 1 * 5 (1 — x + 1 — x + 

2x 5 + 3<fx x 5 (2 + ^|_) 2 + J^ 


o limite do novo quociente nao e mais indeterminado. De fato, o novo numerador satisfaz 
lim A .^ 00 (l — 2 + d_) = l — 0 + 0 = 1 , eo denominador lim x ^ 00 (2 + ^ 2 ) = 2 + 0 = 2 , quee 
diferente de zero. Logo, por (4.8), 


x 5 —x 2 + l li m x^oo(l — \ + is) 1 

lim -— =-^-= - . 

x^oo 2x 5 + 3\/x lim x ^ 00 (2+ ^ 2 ) 2 

o 

Vejamos agora dois exemplos em que o denominador e o numerador tern graus diferentes. 
Exemplo 4.9. Considere o seguinte limite, da forma “ 33 ”: 


x + 2 x 2 

lim - 

x^oo 1 + X 4 


Extraindo os termos de grau maior em cima e em baixo, 


x + 2 x 2 _ x\2+\) _ 1 2 + 2 

1 + x 4 x 4 (l + 4) x 2 1 + ^4 


Logo, como lirn^oo 


4 = 0 

X 2 


lim v 


2+1 

i+4 


= 2 , 


(4.7) implica 


x + 2 x 2 

urn - 

x *00 1 +x 4 


= 0-2 = 0 . 


Exemplo 4.10. Estudemos agora 

x 2 + 2 
lim -, 

x *00 X + 1 

que representa tambem uma indeterminagao do tipo “ 33 -”. Mas, pondo os termos de grau 2 
em evidencia, 

x 2 + 2 x 2 (l + J 2 ) 1 + p 

x + 1 ~ x(l + 2 ) 1 + 2 ' 

i+4 

Observe agora que o primeiro fator, x, tende a + 00 , e que o segundo fator, — 33 , tende a 1. 

x 

Logo, pela Proposigao 4.2, 


x 2 + 2 
lim - 

x^oo X + 1 


lim x • 

x—>00 


1 + 


1 + 2 


= + OO . 


<> 
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4.1. Limites lim x ^ ± 00 /(x) 


CAPITULO 4. LIMITES 


Exercicio 4.7. Calcule os limites abaixo, evitando o uso da definigao formal. Abaixo, x —» ±oo 
significa que sao dois limites para calcular: x —» +oo e x —> —oo. 


1. lim x ^ ±00 {^ + ^ + ^3} 

2. lim x 

3. lim x 

4. lim x 

5. lim x 

6 . lim v 


A X—>±00 l x X 2 

x 2 -l 

i X—>±00 X 2 

1— X 2 
x x— >±oo X 2 — 1 

2x 3 +x 2 +l 
^-^±00 x 3 +X 

2x 3 —2 
^->±00 x 4 +x 

1+x 4 
L x^oo x 2 +4 


7. lim 


vx+T 

X OO ^ 


8. lim 

9. lim 

10. lim 

11. lim v 


yj 4x 2 +l 


X —OO x 

3x+2 


x_> °° V x 2 +3—4 


x —>±00 


^ x+y/lc+jx 


/x+1 


1*1 


ix^ioo x 2 +l 

12. lim x ^ ±DO y/x 2 + 1 


13. lim 


x —>±00 2 X 


14. lim 


e*+100 
x—>±oo e ~ x —1 


15. lim x ^ ± 00 ln(l + 


16. lim 


ln(l+e*) 


x—>±oo x 

17. lim x ^ ±00 e* 

18. lim x ^ ±00 sen 2 x 

19. lim x ^ ± oo arctan x 

20. lim x ^ ±00 senhx 


21. lim x ^ ±00 coshx 


22. lim x ^ ±00 tanhx 


Exercicio 4.8. Um tempo t depois de ter pulado do aviao, a velocidade vertical de um para- 
quedista em queda livre e dada por: 




onde me a massa do paraquedista, g = 9 ,81 m/s 2 , eke um coeficiente de resistencia (atrito) do 
ar (em kg/m). Esboce t >—> V(t), e calcule 0 limite de velocidade V lim (que ele nunca atingira). 
De uma estimativa de V lim quando m = 80 kg, k = 0.1 kg/m. 


Somas e diferengas de numeros grandes 

Na propriedade (4.6), insistimos sobre o fato dos dois limites lim x ^oo/( x ) e li m x^oo g( x ) 
serem finitos para poder escrever 

lim {f(x) + g(x)} = lim f(x) + lim g(x). 

x—>00 x—>00 x—>00 

Quando os dois limites sao infinitos, com o mesmo sinal, entao o limite da soma pode 
tambem ser calculado: 

Exemplo 4.11. Considere x+x 3 . Como lim x ^oo x = +00 e lim x ^oo x 3 = +00 (aqui, ambos 
tern o sinal temos lim^^x + * 3 } = +°°- o 

Agora, para estudar lim x ^oo{/( x ) — g(x)}, com li m x^oo/( x ) = 00 e lim x ^oo g(x) = 00 , 
leva a um caso de indeterminagao do tipo “00 — 00 ”. Vejamos exemplos que ilustram que 
de fato, “00 — 00 ” pode tomar qualquer valor. 

Exemplo 4.12. Considere x 3 — x 2 , em que lim x ^oo x 3 = +00 e lim x ^oo x 2 = + 00 . Como 
o termo de grau maior deve ser mais importante, escrevamos x 3 — x 2 = x 3 (l — -). Como 

o 1 ^ X 

x —» 00 e 1 — - —»1, a Proposigao 4.2 garante que 

lim {x 3 — x 2 } = +00 . 

X —>00 
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CAPITULO 4. LIMITES 


4.1. Limites lim x ^ ±00 fix) 


O que aconteceu aqui se resume assim: x 3 e x 2 ambos tendem a +oo, mas x 3 cresce mais 
rdpido que x 2 , e isso implica que a diferenga x 3 — x 2 e regida (quando x e grande) pelo 
termo x 3 . o 

Exemplo 4.13. A diferenga x 2 —x 4 no limite x —» oo pode ser estudada da mesma maneira: 
x 2 — x 4 = x 4 ( ~2 — 1), e como x 4 —> oo, — 1)—» —1, temos que x 2 — x 4 —» — 00 . Aqui, e 
o termo —x 4 que rege o comportamento para x grande. o 

Exemplo 4.14. Considere a/x + 1 — *fx. Quando x —» 00, os dois termos a/x + 1 e *fx 
tendem a +00, mas eles sao do mesmo grau. Como calcular o limite dessa diferenga? O 
metodo usado aqui consiste em multiplicare dividirpelo conjugado, isto e, escrever “ 1 ” como 


1 _ -v/x + 1 + sfx 
a/x + 1 + ■s/x 

Lembrando que (a — b)(a + b) = a 2 — b 2 , 


a/x + 1 — -/x = (a/x + 1 — a/x) + + ^ 

a/x + 1 + </* 


a/x + l 2 — v^ 2 
a/x + 1 + </* 


1 

a/x + 1 + </x 


Mas como a/x + 1 + -/x —» 00 , temos 

lim {Vx + 1 — v^} = lim ^ -= 0 . 

x^oo x^oo Vx + 1 + /3c 


O 


Exercfcio 4.9. Calcule os limites quando x —> 00 das seguintes fungoes. 


1. 7 — x 

2 . a/T^x 

3. x + cos x 

4. lOOx-x 2 

5. x 7 8 9 10 —x 7 


6. x 4 —|x 4 

7. (x — l) 2 — x 2 

8. x — -/x 

9. a/x 2 + 1 — Vx 2 — x 

10 . a/x 2 + 1 — a/x 2 — 3x 


11. a/2x-a/xTI 

12. e x — e 2x 

13. ln(x) —ln(2x) 

14. ln(x) — ln(x + 1) 


O “sanduiche” 

Exemplo 4.15. Considere o limite lirn^oo Sabemos que o denominador tende a + 00 , 
mas senx nao possui limite quando x —» 00 . Apesar de tudo, sabemos que senx e uma 
fungao limitada: para todo x, —1 < senx < +1. Portanto, quando x > 0, 

1 senx 1 

-<-< +-. 

XX X 

Mas como a cota superior + ^ tende a zero, e que a cota inferior — ^ tambem tende a zero, 
a fungao tambem deve tender a zero: 
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4.2. Limites la terais: lim x ^ a ± / (x) 


CAPITULO 4. LIMITES 



, senx 
=> lim - 

x > oo x 


= 0 


o 

Esse metodo vale em geral: 

Teorema 4.1. Suponha que f, g eh seja tres funcoes que satisfazem 

g(x) < /(x) < h(x), para todo x suficientemente grande. 

Suponha tambem que lim x ^ 00 g(x) = lim^^ h(x) = t. Entao lim x ^ 00 /(x) = l. 


Exercicio 4.10. Calcule: 

l+cos(x 2 +3x) 


1. lim v 


2. lim 


x+senx 
x—>oo x—cosx 


3. lim x _ >co 

4. lim x ^ DO 


e X senx 

X 


5. 


arctan(senx) 

lnx 


6 . lim x ^ 00 {l + 


senx \ 
x 2 +4 ) 


Observa^ao 4.6. Alguns limites no infinito, tais como lim x ^ DO tt ou lim x ^ DO nao podem 
ser calculados com os metodos desenvolvidos ate agora; serao estudados mais tarde. • 


4.2 Limites laterals: lim x ^ a ±/(x) 

Na segao anterior estudamos o comportamento de uma fungao / longe da origem, x —» oo 
ou x —» — oo. Agora observaremos o comportamento de uma fungao /(x) a medida que x 
se aproxima de um ponto da reta, que denotaremos por a e K. 

Como um x pode estar ou a esquerda de a (x < a), ou a direita de a (x > a), comegaremos 
com dois tipos de limites, chamados de laterals: escreveremos x —» a + (ou x \ a) para 
indicar que x se aproxima de a pela direita, e x —» a~ (ou x S a) para indicar que x se 
aproxima de a pela esquerda. 

Comecemos com um exemplo bem simples. 

Exemplo 4.16. Considere a fungao 


/(*)=!+ 1 , 

em uma vizinhanga do ponto a = 1. Olhemos primeiro os valores de /(x) quando x \ 1, 
isto e, quando x toma valores maiores mas perto de 1: 


X = 

1.5 

1.1 

1.01 

1,0001 

fix) = 

1.75 

1.55 

1.505 

1,50005 
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CAPITULO 4. LIMITES 


4.2. Limites laterals: lim x ^ a ±/(x) 


Vemos que estes valores decrescem, se aproximando de 1.5 = §. Gostarfamos de escrever 

lim/(x) = §. 

x\l 

Ao olharmos os valores de /(x) quando x/1, isto e, quando x toma valores menores mas 
perto de 1 , vemos que estes crescem para o mesmo valor |: 


X = 

0.5 

0.9 

0.99 

0.9999 

/(x) = 

1.25 

1.45 

1.495 

1,49995 


Gostariamos entao de escrever 

lim/(x) = §. 

x/l 

Essas propriedades se tornam obvias olhando para o grafico, que e uma simples reta: 



Para entender um pouco melhor o que esta acontecendo, vamos estudar a diferenga: 

i/M-ii = |(f+i)-i| = iix-i|. 

Assim, vemos que quando x flea perto de 1, isto e quando a distancia |x — 11 e pequena, 
entao a diferenga |/(x) — || e pequena tambem. Poderiamos ser um pouco mais precisos, 
fixar uma tolerancia e > 0 (subentendido pequena) e perguntar: quao proximo de lx 
precisa estar para garantir que 

l/(x)-§|<e ? 

Como |/(x) — || = ||x — 11, vemos que x precisa satisfazer ||x — 1| < e, isto e 

lx — II < 2e . 


Logo, a resposta a pergunta acima e: a distancia menor que 2e. o 

Na verdade, pode parecer obvio que a medida que x se aproxima de 1, a fungao/(x) = | + 1 
se aproxima de/(l) = | + 1 = §. Isto e: colocando o valor x = 1 na fungao, a gente ja 
sabe qual sera o valor limite. Mas isso funciona porque a fungao do exemplo e simples o 
suficiente. As vezes, teremos que trabalhar mais, como no proximo exemplo. 

Exemplo 4.17. Consideremos agora 


/(x) 


x 3 — 1 
x — 1 


tambem na vizinhanga de a = 1. Observe que essa fungao nao e definida em 1. Logo, para 
saber o que acontece quando x tende a 1 , nao temos como adivinhar qual sera o limite 
trocando simplesmente x por 1 . 

Mas isso nao significa que ele nao pode ser calculado. Calculemos alguns valores de /(x), 
com x \ 1 , 
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4.2. Limites la terais: lim x ^ a ± / (x) 


CAPITULO 4. LIMITES 


X = 

1.1 

1.02 

1.002 

1.0002 

/(x) ~ 

3,310 

3,060 

3.006 

3,001 


e quando x / 1: 


x = 

0,9 

0,99 

0.999 

0.9999 

/(x) ~ 

2,710 

2,970 

2,997 

2,999 


Esses numeros sugerem que 


lim /(x) = lim /(x) = 3 . 

X—>1+ X—>1“ 

Nao falaremos de tolerancia aqui, mas podemos fazer uma conta simples que mostra porque 
que o limite e 3. De fato, o polinomio x 3 — 1 possui a raiz x = 1, sabemos entao que ele 
pode ser fatorado da seguinte maneira: 

x 3 -l = (x-l)(...). 


O fator (...) pode ser calculado pela divisao de x 3 — 1 por x — 1, que da: 


x 

x 


3 

3 


— X 


— 1 


x — 1 

X 2 + X + 1 


X 

X 


2 

2 


-1 


— X 


x — 1 
x — 1 


0 


Isto mostra que o nosso quociente na verdade pode ser escrito como 

x 3 — 1 2 

-= x 2 + X + 1 . 

x — 1 

Agora flea claro que se x tende a 1, nao importa de qual lado, 


x ^ — \ 

lim -= lim (x 2 + x + 1) = l 2 + 1 + 1 = 3 . (4.18) 

x-U* X — 1 x-»l± 


o 

Observagao 4.7. No exemplo anterior, a fungao Ar nao e definida no ponto a = 1, mas 
em qualquer outro ponto da sua vizinhanga, e a medida que x se aproxima de a = 1, o 
numerador e o denominador ambos tendem a 0. Foi o nosso primeiro exemplo de resolugao 

de uma indeterminagao do tipo 

A, 

o 


4_5_-| 

Exercfcio 4.11. Calcule lim x ^ 1± Af; lim x ^ 1± 
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CAPITULO 4. LIMITES 


4.2. Limites laterals: lim x ^ a ±/(x) 


Eis agora a definigao geral de limite lateral: 


Definigao 4.4. Seja a e R. 

1. Diz-se que fix) tende a £ quando x tende a a pela direita se para todo e > 0 existe 
um 5 > 0 tal que sea<x<a + 5, entao |/(x) — £\ < e. Escreve-se lim x ^ a +/(x) = l. 

2. Diz-se que f{x) tende a £ quando x tende a a pela esquerda se para todo e > 0 existe 
um 5 > 0 tal que se a — 5 < x < a, entao |/(x) — £\ < e. Escreve-se lim x ^ a -/(x) = £. 


Exemplo 4.18. Usando a definigao, mostremos que 

limx 2 = 1 . 

X —> 1 

Observe primeiro que |x 2 — 1| = |x + 1| • |x — 1|. Quando x > 1 fica perto de 1, digamos 
a distancia menor que temos |x — 1| = x — 1, e |x + 1| = x + 1 < §. Quando x tende a 
1, |x — 11 tende a 0. Seja agora e > 0. Para garantir que |x 2 — 1| < e, podemos escrever 
primeiro |x 2 — 1 | < |(x — 1 ), e procurar primeiro resolver |(x — 1 ) < e, que da x < 1 + |e. 
Assim, mostramos que se 1 < x < 1 + 5, com 5:=y, teremos |x 2 — 1| = |x + 1| • |x — 1| < 
|(x — 1) < §5 = e. o 

Foi usado implicitamente em (4.18) que se cada termo de uma soma possui limite, entao 
a soma possui limite tambem, e este vale a soma dos limites; segue do seguinte resultado, 
que e o analogo da Proposigao 4.1: 


Proposigao 4.3. Suponha que duas fungoes, f e g, possuam limites quando x —» a + : 

lim/(x) = £ 1 , lim g(x) = £ 2 , 

x—>a + x—>a + 

onde £ 1 e £ 2 sao ambos finitos. Entao 

lim {/(x) + g(x)} = lim /(x)+ lim g(x) = £ 1 +£ 2 , 

x— >a + x— »a + x-*a + 

lim f (x)g(x) = ( lim /(x)) • ( lim g(x)) = £ 1 -£ 2 . 

x—>a+ x—>a+ x—>a+ 

Alem disso, se £ 2 0, entao 

/(*) lim x ^ a+ /(x) £ 1 

lim -=-= — . 

g(x) lim x ^ a+ g(x) £ 2 

As mesmas propriedades valem no caso x —> a~. 


(4.19) 

(4.20) 

(4.21) 


Nos exemplos anteriores, os limites laterais x —> a + e x —» a eram iguais. Vejamos um 
exemplo onde eles sao diferentes. 

Exemplo 4.19. Considere /(x) = | + ^ na vizinhanga de a = 0 (em que ela nem e defi- 
nida). Usando a definigao de |x|, podemos reescrever/ da seguinte maneira: 


fix) 


| + \ se x > 0 , 
| — \ se x < 0 . 
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4.2. Limites la terais: lim x ^ a ± / (x) 


CAPITULO 4. LIMITES 


Logo, 

lim /(x) = lim {f + = +h, e lim /(x) = lim {f — = — \ . 

x—>0+ x—>0+ 13 2 ’ 2 x^O- x^O- 12 21 2 

Isso significa que o grafico de /(x), ao x crescer de < 0 para > 0 e atravessar 0 , da um pulo 
de valores pertos de — | para valores perto de +|. Diz-se que essa fungao e desconttnua em 
x = 0: 



<> 


Exercicio 4.12. Seja 


Calcule os limites laterals lim v 


5 — x se x >2 

/W:= {f se x <2. 

a ± f (x) para a = 0, a = 2, a = 5. 


As vezes, limites laterais nao existem: 

Exemplo 4.20. Por exemplo, o limite lateral x —» 0 + da fungao sen ^ (que obviamente nao 
e delinida em x = 0 ) nao existe: 



Observe, no entanto, que lim x ^ DO sen ^ = 0. 

Exercicio 4.13. Considere afungao definida por 

f 

+ 1 se x e racional diadico , 


/(*) = 


0 caso contrario. 


Estude os limites laterais de /(x) num ponto qualquer a. 


Exercicio 4.14. Seja /(x):=|_x_|. Calcule lim i + /(x), lim i-/(x), lim i + /(x), 
lim i-/(x). Calcule lim 1 + /(x), lim 2 -/(x). Calcule, para qualquer numero inteiro 

X—> 3 

n, lim x _ n+ /(x), lim x _ n -/(x). 
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CAPITULO 4. LIMITES 


4.3. Limites lim x ^ Q / (x) 


4.3 Limites lim x -> a f(x) 


Definigao 4.5. Se uma fungao f possui limites laterais iguais em a G M, isto e, se 
lim x ^ a+ /(x) = lim x _, a -/(x) = l, entao diremos que /(x) tende a l quando x tende a 
a, e escreveremos simplesmente 

lim/(x) = i. 

x—>a 


Observe que nesse caso, /(x) tende a £ a medida que x tende a a, qualquer que seja o lado: 
para todo e > 0, existe 5 > 0 tal que se |x — a| < 5, x a, entao |/(x) — 1\ < e. O limite 
lim x ^ a /(x) sera as vezes chamado de bilateral. 


Por definigao, o limite bilateral satisfaz as mesmas propriedades que aquelas para os limites 
laterais descritas na Proposigao 4.3. 


Exercicio 4.15. Estude os limites abaixo. (Em particular, comece verificando se o tipo de limite 
considerado e compatvvel com o dommio da fungao.) 


1. lim x ^ 7 (7-x) 

2. lim x ^ 0+ yfx 

3. lim x ^ 0 cosx 

4. lim x ^ 3 jjpi 


5. lim x ^ 4 


x—4 

x-4 


6 . lim x ^ 4 


[x-4| 

x—4 


7. lim x ^_ 5 


X—5 

k-5| 


8. lim x ^ 1 


1—X 

x 2 —1 


9. lim x ^ 1 Vlnx 


10. lim x ^_ 2 



Vejamos agora o analogo do Teorema 4.1 para limites laterais e bilaterais. 

Teorema 4.2. Suponha que f,geh sejam tres fungoes que satisfazem 

g(x) < /(x) < fr(x), para todo x numa vizinhanga de a . 

Suponha tambem que lim x ^ a+ g(x) = lim x ^ a+ h(x) = i. Entao lim x ^ a+ /(x) = £. (O mesmo 
resultado vale trocando todos os x —» a + por x —> a~ ou por x —> a.) 

Exemplo 4.21. O limite lim x ^ 0 x 2 sen ^ pode ser calculado, observando que —1 < sen-^ < 
+ 1 para todo x^O. Logo, multiplicando por x 2 (que e > 0), 

2^2 1^2 

—x < x sen - < x . 

Quando x —» 0, —x 2 e x 2 ambos tendem a zero. 
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CAPITULO 4. LIMITES 


4.4. Indeterminagoes do tipo 


Pelo Teorema 4.2, concluimos que lim x ^ 0 x 2 sen \ = 0. o 

Exercicio 4.16. Determine se o limite x —> 0 dafungao existe. Sefor o caso, de o seu valor. 


fix) 


{ x 2 se x e racional diadico , 

0 caso contrario , 


gO) = 


l+x 

1+x 2 

-1 


sen(^ + x) 


se x < 0, 
se x = 0, 
se x > 0. 


4.4 Indetermina 9 oes do tipo 


Na segao anterior encontramos, quando x —* oo oux -» — oo, indeterminagoes do tipo 
“oo — oo”, “ 33 -”. Ja encontramos (ver o Exemplo 4.17, e alguns dos limites do Exercicio 
4.15) limites de quocientes, em que numerador e denominador ambos tendem a zero. Tais 
quocientes nao podem ser estudados usando (4.21), e representam a uma indeterminagao 
do tipo “jj”. 

Sera visto no proximo capitulo que a derivada, que fornece informagoes uteis a respeito 
de uma fungao, e por definigao um limite que leva a uma indeterminagao do tipo Por 
isso, indeterminagoes “ 3 ” serao os limites mais estudados a partir de agora. Nos proximos 


exemplos veremos algumas tecnicas para lidar com essas indeterminagoes. 

Exemplo 4.22. lim ft 


(l+h) 2 -l 


1^0 — h — ^ tip 0 “o”> Q 116 (1 + h) 2 — 1—^0 quando h 

limite pode ser calculado facilmente, observando que (1 + h) 2 — 1 = 2 h + h 2 : 


0. Mas o 


lim 

h—>0 


(1 +h) 2 


= lim 

h^O 


2 h + h 2 


= lim 2 + h = 2 . 

h—>0 


Exemplo 4.23. Considere lim x ^ 2 fxfrpr ■ Observe que aqui, lim x ^ 2(* 2 + x — 6 ) = 0 e 
lin^.^C * 2 — 9x + 14) = 0, logo o limite e do tipo Mas o polinomio x 2 + x — 6 tender 
a zero quando x —» 2, signilica que ele se anula em x = 2. Portanto, ele pode ser fatorado, 
com um fator (x—2): x 2 +x —6 = (x—2)(x+3). Do mesmo jeito, x 2 —9x+14 = (x—2)(x—7). 
Portanto, 


lim 

x ^2 x 2 


x 2 4- x ■ 


6 


9x + 14 


(x — 2)(x + 3) 

l lm 7-77-7 

x— *2 (x — 2 )(x —7) 


,. x + 3 

= lim- 

X — 7 


5 

-5 


= -l. 


O que foi feito aqui, com a fatoragao e simplificagao por (x — 2 ), foi de extrair a origem 
comum da anulagao do numerador e denominador em x = 2 . o 

Exemplo 4.24. O metodo da multiplicagao e divisao pelo conjugado, vista no Exemplo 4.14, 
serve tambem para estudar alguns limites do tipo “jj”. Por exemplo, 


V1 + h — 1 V1 + h — 1 V1 + h + 1 

lim-= lim-• _ - 

h—>o h h^o h Vl+h +1 

a/ 1 +h 2 — l 2 
= lim- . - 

h(VY+h +1) 

= lim _ - 

*->0 y/l + h + 1 
_ 1 

_ 2 ' 
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CAPITULO 4. LIMITES 


4.4. Indeterminaqoes do tipo 


Exercicio 4.17. Calcule os limites 

3. lim, 

2. lim t ^ 9 ^ 4. lim t ^ 0 


yfx —3 
'X—>4 x—2 

V a 2 +bt—a 


5. lim 

6 . lim x ^ 2 


V a 2 + bt—a 

t—> OO t 

/ 6—x—2 
/3=^-l 


Exercicio 4.18. Existe um numero a tal que 

3x 2 + ax + a + 3 
lim - 

x —>—2 x 2 + x — 2 

exista e sejafinito? Caso afirmativo, encontre a e o valor do limite. 


4.4.1 O limite lim x ^ 0 ^ 

Aqui provaremos o limite mais fundamental para fungoes trigonometricas: 


senx 

lim- 

X 


= 1 . 


(4.22) 


E importante mencionar que x e medido em radianos. Consideremos primeiro no limite 
lateral x —> 0 + . 

Considere um angulo 0 < x < | no circulo trigonometrico: 


C 



Temos \OC'\ = \OB\ = 1, |B'B| = senx, \OB'\ = cosx e \C'C\ = tanx. Observe que 

area do triangulo OB'B < area do setor OC'B < area do triangulo OC'C. 

A area cr do setor OC'B se calculada observando que por proporcionalidade: 

Logo, cr = §. Assim, reescrevendo as tres desigualdades acima em termos de x, 

\ sen x cos x < |x < | tan x . 

A primeira desigualdade implica senx cosx < x, isto e, < _L_ a segunda implica 
x < tanx = isto e, cosx < Logo, 

senx 1 

cos x <-<-, VO < x < f . 

x cosx 

Como lim x ^ 0+ cosx = lim x ^ 0+ —^ = 1, O Teorema 4.2 implica lim x ^ 0+ = 1. Como 
e par, temos tambem lim x ^ 0 - = 1. Portanto, provamos (4.22). 
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4.5. Limites laterals infinites, assmtotas verticais 


CAPITULO 4. LIMITES 


Exercicio 4.19. Usando (4.22), calcule os limites 



tanx 

x 


3. lim x ^ 0 


sen2x 

cosx 


5. lim x ^ 0 


1 —COSX 
X 2 


2. lim x . 


senx 
0 tanx 


4. lim x ^ 0 


sen2x 

xcosx 


6 . lim x ^ 0+ 


COSX 

X 


7. lim x ^ 0+ 


sen(x 2 ) 

x 


4.5 Limites laterais infinitos, assmtotas verticais 

Vimos casos em que limites laterais sao iguais, casos em que eles sao diferentes, e casos em 
que eles nem existem. Vejamos agora casos em que eles sao infinitos. 

Exemplo 4.25. Considere primeiro /(x) = Ja vimos que a / nao e limitada, e a medida 
que x > 0 tende a zero, - cresce e toma valores positivos arbitrariamente grandes. Por outro 
lado se x < 0 tende a zero, - decresce e toma valores negativos arbitrariamente grandes: 

lim — = +oo , lim — = —oo . 

x—» 0 + X x—> 0 “ X 

De modo geral, qualquer x p com potencia inteira negativa p = —q, q > 0: 

1 1 f + oo se q e par, 

lim — = +oo, lim — = t 
x^o+x? x^o- X9 l—oo seqeimpar. 

o 


Exercicio 4.20. Tente definir rigorosamente lim x ^ a+ /(x) = +oo, lim x ^ a+ /(x) = —oo. 

Definigao 4.6. Se pelo menos um dos limites lim x ^ Q +/(x) ou lim x _ >a -/(x) e ±oo, diremos 
que a reta vertical de equagao x = a e assintota vertical dafungao f. 

Exemplo 4.26. Como lim x ^ 0 + log a x = —oo sea>l, = +ooseO<a<l, x = Oe assintota 
vertical da fungao log a . o 

Exemplo 4.27. A fungao tangente possui infmitas assmtotas verticais, de equagoes x = 
| + kn, k G Z, ja que para todo k e Z, 

lim tanx = +oo, lim tanx = — oo. 

x—x->(^+fcjr)+ 


Exercicio 4.21. Calcule os limites. 

1. lim 

2. lim 


4. lim Y 


x 2 +5x+6 

5. 

lim x _ 

x—2 

10. 

lim t _ 

• 2 + x+2 

^ _2 (a/x 2 -4) 2 

x 2 +5x+6 
— 2 + x+2 

6 . 

lim t _ 

, 0+ In t-t 

11. 

lim z _ 

x 2 +5x—6 

7. 

lim t _ 

*o- In t-t 

12. 

limx 

— 2 ± x+2 





x—2 

8. 

lim t _ 

i 

■>0* sen t 

13. 

lim x 

' 2+ (\/x 2 -4) 2 

9. 

lim t _ 

t 

sen t 

14. 

lim x 


z—>0* 9 z 

In - 


e x —l 
x—>0 x 
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CAPITULO 4. LIMITES 


4.6. Mudar de variavel 


Exercicio 4.22. Na Teoria da Relatividade Restrita (ou Especial), cujo principal postulado e 
que a velocidade da luz e uma constante c > 0 para qualquer obsei~vador, e provado que a massa 
efetiva de uma particula em movimento uniforme depende da sua velocidade. Se a massa no 
repouso e m 0 , entao a sua massa efetiva quando a particula tern uma velocidade constante v e 
dada por 



Estude m v quando v se aproxima da velocidade da luz. 

Exercicio 4.23. Considere /(x) = Estude os limites relevantes e ache as assmtotas (hori- 
zontais e verticals) de f. A partir dessas informagoes, monte o grafico de f. 

Exercicio 4.24. De o dommio e ache as assmtotas (horizontal e verticals), caso existam, das 
fungoes 


1. 

2 x + 1 

6. 

X 

X 

li. 

x 2 +4x—21 
x 2 —x+6 

16. 

Vx 2 +1 

X 

2. 

i 

x+l 

7. 

log 5 (2-x) 

12. 

ln(l — x 2 ) 



3. 

x 2 —9 
x—3 

8. 

x 3 + i 

13. 

^+ln(l-x 2 ) 

17. 

1 

V 1—X 2 

4. 

2x—3 

X 

9. 

senx 

X 

14. 

6—2x 

(1-x2 )( X- 3) 



5. 

1 —X 

x+3 

10. 

cosx 

X 

15. 

1 

ln(l—x 2 ) 

18. 

ln(l+e x ) 

X 


Exercicio 4.25. (Primeira prova, Turmas D, 15 de abril de 2011) Defina assintota horizon¬ 
tal/vertical de umafungao f, e ache as assmtotas dasfungoes 

\x — n\ 2 + senx —3x 2 \J x(x — 1) 

71 + x x 2 — x + 20 ’ x —1 

Exercicio 4.26. De exemplos de fungoes f que tenham x = — 1 e x = 3 como assmtotas 
verticals, e y = — 1 como assintota horizontal. 


4.6 Mudar de variavel 


O calculo de um limite pode ser as vezes simplificado transformando ele em outro limite, 
via uma mudanga de variavel. 

Exemplo 4.28. Suponha que se queira calcular o limite de quando x —» 0. Um jeito 
possivel e de usar a identidade sen2x = 2 sen x cos x, escrevendo 


sen2x 
lim- 

x^O x 


senx 

lim2-cosx = 2-1-1 

x - >0 X 


= 2 . 


Um outro jeito de proceder e de introduzir a nova variavel y:=2x. Ao fazer essa mudanga, 
e preciso reescrever o limite lim x ^ 0 se " 2x somente usando a variavel y. Como x —» 0 implica 
y —» 0, e como x = y j2, 


sen2x seny 

lim-= lim —-— 

x—>o x y->o y/2 


= 2 lim 


seny 

y 


= 2-1 


= 2 . 
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CAPITULO 4. LIMITES 


4.7. O limite e = lim x ^ 00 (l + ^) x 


o 

Exemplo 4.29. Considere o limite lim x ^ 0 Chamando z:=cosx, ao x —> 0 temos 

z — > 1. Logo, 

cos^ x — 1 z ^ — 1 

lim-= lim-= 3 (ver Exemplo 4.17). 

cosx —1 z-»i z — 1 

o 

Vejamos tambem como um limite lateral pode ser transformado em um limite no infmito: 

Exemplo 4.30. Considere os limites laterais calculados no Exercicio 4.15: lim x ^ 0 + 9*, lim x ^ 0 - 9 
Chamemos z:=K Se x —» 0 + , entao z —» +oo. Logo, 

lim 9* = lim 9 Z = +oo . 

x—>0+ z—>oo 

Por outro lado, se x —> 0 _ , entao z —» — oo, e 

lim 9* = lim 9 Z = 0. 

x—>0 _ z > oo 


O 


Exercicio 4.27. Calcule os limites fazendo uma mudanca de variavel. 


1 . lim^j 


sen(x—1) 
3x—3 


2. lim x . 


sen(3x) 
0 sen(5x) 


3. lim x 

4. lim x 

5. lim x 


sen(x+l) 
— 1 1—x 2 


a x—a 
x—4 

4 x—^/x—2 


6. lim x ^ 0 ± tanh i 

7. lim x ^ 0 ± x tanh ^ 


4.7 O limite e = lim x _ >00 (l + ^) x 

Mencionamos, no ultimo capitulo, que uma das definigoes possiveis do numero e = 2,718... 
e via o limite de (1 + ^) x quando x —» oo. De fato, 


X = 

10 

100 

1000 

lO’OOO 

a + ir = 

2,59374... 

2,70481... 

2,71692... 

2.71814... 


Pode ser mostrado que o limite quando x —> oo existe, e tomamos o valor do limite como 
definigao da base do logaritmo natural: 


e:= lim (l + £)*. 

x—>oo 


Essa caracterizagao de e permite calcular varios limites importantes, como por exemplo 
lim ft ^ 0+ MLiD p> e f a t 0 , com a mudanga de variavel z = l, h —» 0 + implica z —> +oo: 


lim 

0 + 


ln(l + h) 


= lim 

Z —> + oo 


ln(l + J) 


= lim Inf (1 + -) z ) = lne = 1 . 

"•-> + 00 V Z J 


(4.23) 
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CAPITULO 4. LIMITES 


4.8. O limite lim 




e x -l 


Um outro limite que pode ser calculado e lim x ^ 0+ — 
x —> 0 + implica z —* 1 + : 


. Dessa vez, chamando z = e x 


, e x — 1 , z — 1 , 1 

lim -= lim-= lim -— 

x—>o+ x z—>i+ lnz z—>i+ inz 

z —1 

Mas agora se h:=z — 1, entao z —»1 + implica h —> 0 + , e por (4.23), 

lnz ln(l + h) 

lim -= lim -= 1 . 

Z-> 1 + z — 1 0 + h 


Portanto, 


lim ——- = 1 . 


x—> 0 + x 

Observe que o limite lateral a esquerda se obtem facilmente: chamando y:= — x, 


(4.24) 


lim 


e x — 1 


= lim 


e~ y — 1 


= lim 


e y -l 


,-y 


x->0~ x y->0+ —y y->0+ y 

r e y — 1 \ 

= ( lim -)f lim e~ y ) = 1-1 = 1 . 

v y->0+ y ' y—>0+ ' 


Exercicio 4.28. Mostre que para todo a > 0, 

log a (l + h) 1 

lim-=-, 

h^o h In a 


lim^i = lna. 

x—>0 x 


(4.25) 


4.8 O limite lim^oo ^ 


Nesta segao veremos como calcular alguns limites que envolvem exponenciais e logaritmos, 
do tipo 


lim — 

x * oo x 


lim 

x —> oo 


(lnx ) 3 


Esses limites costumam ser estudados usando a regra de Bernoulli-l’Hopital, que sera vista 
no Capitulo 6 . Sera suficiente considerar um caso. 

Exemplo 4.31. Mostraremos aqui que 


a x 1 

\ + oo 

se a > 1 , 

lim — = \ 

x * oo X | 

I 

1 ° 

se 0 < a < 1 . 


(4.26) 


Quando a = 1, o limite e simplesmente lim x ^ DO y = liim^^ ^ = 0. Quando 0 < a < 1, 
temos lim^oo a x = 0 (lembre de (4.14)), o que implica lim x ^ DO ^ = lim.^^ a x • ^ = 0-0 = 
0. Portanto, falta tratar o caso a > 1. Observe que nesse caso, podemos escrever a = 1 + [3, 
com /3 > 0. 

a x _ (l + /3) x 
x x 
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4.8. O limite lim 


CAPITULO 4. LIMITES 


Suponhamos agora que x > 0 seja grande. Como x > |_*J, temos (1 + /3) x > (1 + I5y x \ 
Agora, como [xj e inteiro. Assim podemos usar a formula do binomio de Newton b 


(l + /3) w = l + /3LxJ + /3 
>/3 


2 L-^J(L^J — i) 


+ ••• + 


l_x](l_x] !) ^|xi 


2 LxJCLxj — l) 


Nesta ultima desigualdade observamos que todos os termos da soma sao positivos, e man- 
tivemos somente o termo de ordem 2. Portanto, a_ > M aSj como 


lim 

X —>OQ 


M 2 -LxJ 

2 x 


= +oo, 


provamos o resultado desejado: lim x ^ DO y = +o°. o 

Exemplo 4.32. Podemos usar o ultimo exemplo para mostrar que se a > 1, entao para todo 
inteiro p > 0, 


lim — = +oo . 

x—>oo xP 


(4.27) 


De fato, podemos sempre escrever y = (y) p , em que b = a 1 ^. Como a > 1, vale b > 1 
tambem. Logo, por (4.26), 


lim — 

x—>oo xP 


lim (-Y = ( lim LX =+00 . 

X—>OO V X J ^x—>oo V ' 


IP 

'.x—>oo x 


A partir dos exemplos anteriores podemos calcular outros limites: para todo a > 1 e todo 
inteiro p > 0, 


liml!^L=0 

x > oo X 


De fato, com a mudanga y = log a x, x —» oo implica y —» oo, logo por (4.27) 


(log a x) p 


lim 

x * oo X 


yP 1 

= lim — = lim -r = 0. 


y->°o ay y->°o 


ay 

y p 


Exercfcio 4.29. Calcule os limites abaixo. 


1. lim^oQ ^ 


3. lim^^oQ 


(log 3 x) 7 


2. lim 


1 R 


X —> OO v-16 


4. lim 


X —>00 y-2 


5. lim ^ 

6 . lim 


4x 

e 2x +3x 5 


A x—>oo 


(e*+l) 2 +2x 3 


1 (A + B) n = ( l)A k B n k . Aqui usamos essa formula com A= 1 ,B=fi. 
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CAPITULO 4. LIMITES 


4.9. Exerdcios de revisao 


4.9 Exercfcios de revisao 


Exercicio 4.30. Considere afuncao 


(2x + 2 
/(x)= jx 2 -2 


se x < 0, 
se 0 < x <2, 
se x > 2. 


Calcule os limites lim X ^ 0 ~f(x), lim x ^ 0 +f(x), lim x ^ 0 /(x), lim x ^ 2 -/(x), lim x ^ 2 + /(x), 
\im x ^ 2 f(x). Em seguida, interprete esses limites no grafico de f. 


Exercicio 4.31. Considere um ponto Q na parabola y = x 2 . Seja M o ponto meio do segmento 
OQ (O e a origem) e seja r a reta perpendicular ao segmento OQ, passando por M. Seja R a 
intersegao de r com o eixo y. Estude o que acontece com R quando Q varia. O que acontece 
com R no limite Q —> O? 


Exercicio 4.32. Considere um ctrculo C de raio r > 0. Considere a divisao de C emn setores 
de aberturas iguais. Aproxime a area de cada setor pela area de um triangulo, escreva a area 
A n do poligono definido pela uniao dos n triangulos, e calcule lim n ^ 00 A n . 


Exercicio 4.33. Calcule o limite, se existir. 

1. lim 

2. lim 

3. lim 

4. lim 

5. lim 


6 . lim 


x 2 +4x—21 
A - >3 x 2 —x+6 

x 2 +4x—21 
l x—>oo x 2 —x+6 

x 3 +l 


L x->oo x 3 +x 2 —2x 3 

7. lmw, ^ 


x 4 —16 

8. 

linix_ 

senx 

•2 x—2 

■>0 (cosx) 2 

3x 2 —x 
•3 3x—1 

9. 

linV 

->o+ log 9 (sen(x)) 

x 2 +4x—21 

10. 

lim x _ 

->o+ log 9 (cos(x)) 

3 x 2 —x —6 

11. 

lim v _ 

1—cosx 

-40 


12. Iim„ 0 (' - 

13. Vx 2 —nx—4x 2 —1 

14. lim x ^ + 00 sen(§ + 

-r c 1 X 2 +3 

jo. iim x ^ +00 5+x 3 


16. lim 


l-x 7 


x^+oo 10x 7 +l 


17. lim^ 0 ^±M 


18. lim,^ 

19. lim 


n -1 
Ah -1 

5x 2 +8x—3 
■x-*-oo 7x 3 — 4x—17 


20. lim 


x—>0 2-2 c 


21. lim x ^ 0 


l—y/ 1—4x 2 
2x 


Exercicio 4.34. Prove o Teorema 4.1. 
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4.9. Exerdcios de revisao 


CAPITULO 4. LIMITES 


Exercfcio 4.35. Calcule os limites 

1. lim x ^ 0 Vl '|" x c | osx (Dica: 1 — cos 2 x = ...) 

2. lim ft ^ 0 sen ( Q+ ^~ senQ (Dica: sen(a + b) = ...) 

3. lim_ a (Dica: lim_ a ^ = .. J 

4. Para a,b > 0, lim^n sen(n- 3 *) (Dica: n — 3x = 3t, cos (a + b) =...) 

5. lim^oo ^ ln(a x + b x ) (Dica: distinguir a > b, a < b) 

6. Para n e N, x 0 6 1, lim h ^ 0 ~—i - (Dica: use uma mudanga de variavel z = x + h e 

faga uma divisao, ou entao use a formula do binomio de Newton para expandir (x 0 +h) n .) 
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Capftulo 5 
Continuidade 


Continuidade e o conceito fundamental da analise. Sem saber, ja nos deparamos com conti¬ 
nuidade em varios lugares ao longo desse capftulo. 

Exemplo 5.1. No Exemplo 4.16 estudamos a fungao /(x) = § + 1 na vizinhanga de a = 1. 
La, vimos que 

lim/(x) = §. 

Ja tinhamos observado que esse fato parecia obvio, ja que no ponto a = 1, a fungao / toma 
o valor /(l) = |. Logo, o que acontece para essa fungao no ponto a = 1 e que 

lim/(x) = / (1). 

x —* 1 


Diremos que / e continua em a = 1. Em palavras, isso significa que nos pontos x perto de 1, 
a fungao toma valores /(x) perto de /(l). Acontece que essa fungao e continua em qualquer 
ponto da reta a e K: 

lim/(x) = / (a). 

x—>a 

O 

Mas essa propriedade nao vale para todas as fungoes. 

Exemplo 5.2. Considere a seguinte modificagao do Exemplo 4.19: 


fix) 


2 + 2 se x > 0 , 
| — \ se x < 0 . 


cujo grafico na vizinhanga de a = 0 e facil de esbogar: 



Aqui temos /(0) = — 


lim/(x) = — i, e lim/(x) = +i. 

x—>0~ z x—>0+ z 
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CAPITULO 5. CONTINUIDADE 


Logo, 

lim /(x) =/( 0 ), mas lim /(x) 7 ^ /( 0 ). 

x->0+ 

Diremos que / e continua a esquerda em a = 1, mas ela nao e continua a direita. Diz-se que 
essa fungao e descontinua em a = 0 . o 


Definigao 5.1. Uma fungao f e 

1. continua a direita em a se lim x ^ a+ /(x) =/(a). 

2. continua a esquerda em a se lim X ^ a -/(x) =/(a). 

Se f e ao mesmo tempo continua a esquerda e a direita em a, entao 

lim/(x) = / (a), 

x —»a 

e / e dita continua em a. Se os limites laterais lim x ^ a+ /(x) lim x ^ a -/(x)/orem diferentes, 
ou se elesforem iguais mas diferentes de / (a), entao f e dita descontinua em a. 


Diremos, em geral, que uma fungao / e continua se ela e continua em cada ponto do seu 
dominio. 

Observagao 5.1. Informalmente: / e continua em a se uma pequena variagao de x em torno 
de a implica uma pequena variagao de /(x) em torno de / (a). Em particular, o grafico de 
/ nao “da pulo” num ponto de continuidade. • 

A maioria das fungoes fundamentals consideradas ate agora sao fungoes continuas. 
Exemplo 5.3. Qualquer polinomio define uma fungao continua. Por exemplo, considere 
/(x) = x 2 — 2x 3 , e a € R um real qualquer. Quando x tende a a, entao x 2 —» a 2 , e 
—2x 3 —> —2a 3 . Logo /(x) —> /(a), portanto / e continua em a. O mesmo raciocinio pode 
ser adaptado para qualquer polinomio. o 

Exemplo 5.4. As fungoes trigonometricas sao continuas. Por exemplo, por definigao do seno 
e do cosseno via o circulo trigonometrico, parece claro (e sera mostrado analiticamente 
mais tarde) que senx e cosx variam continuamente em fungao de x. Portanto, sendo um 
quociente de duas fungoes continuas, a tangente e continua tambem (no seu dominio). 

o 

Exemplo 5.5. As fungoes exponential e logaritmo, a x e log a (x) (em particular, e x e lnx), sao 
fungoes continuas 1 . o 


Proposigao 5.1. Se f e g sao continuas em a, entao A/ (onde A e uma constante), f + g, 
e f ■ g sao continuas em a tambem. Se g(a) 7 ^ 0, entao j e continua em a tambem. Se g e 
continua em a e se f e continua em g(af entao f 0 g e continua em a. 


Exemplo 5.6. Considere (lembre o Exemplo 4.19) 


/(x) = 



sex/ 0 , 
se x = 0 . 


1 Apesar de parecer uma afirmagao elementar, provar a continuidade de x ^ a x implica usar a sua definigao 
precisa. Uma prova pode ser encontrada nos livros de analise. 
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CAPITULO 5. CONTINUIDADE 


5.1. O Teorema do valor intermediario 


Se a / 0, entao lim x ^ a /(x) = / (a), logo / e contfnua em a / 0. Como lim x ^ 0+ /(*) = 
\ = /(0), / e contfnua a direita em a = 0. Mas, como lim x ^ 0 -/(x) = f^ /(0), / e 
descontfnua em a = 0. o 

Exemplo 5.7. A fungao / do Exercfcio 4.13 e descontfnua em todo a e M. o 

Exercfcio 5.1. Determine os pontos a e K em que a primeira funcao f do Exerricio 4.16 e 
contmua. 


Exercfcio 5.2. Considere /(x) = 



conjunto C dos pontos em que f e contmua. 


sex / 0 
se x = 0 . 


De o dominio D de f, assim como o 


Exercfcio 5.3. Estude a continuidade dafungao 


f(x):= 


x 2 —3x+2 
x—2 

0 


sex / 2, 
se x = 2. 


Como que / pode ser modificada para se tornar contmua na reta toda? 


Exercfcio 5.4. Ache o valor da constante a tal que a seguinte fungao seja contmua em todo 
x £ M.' 


/(*):= 


x 2 — (a+l)x+a 

IDE 

5 + a 


sex / 1, 
se x = 1. 


Exercfcio 5.5. Estude a continuidade das fungoes 


fix)~ 


f tanh \ 

1 ° 


sex / 0, 
se x = 0, 




{ x tanh \ 
0 


se x ^ 0 , 
se x = 0 . 


5.1 O Teorema do valor intermediario 

Fungoes contfnuas possuem propriedades muito particulares. Considere por exemplo uma 
fungao contmua num intervalo fechado, / : [a, b] —» K. Entao, ao x variar entre a e b, o 
grafico de f corta qualquer reta horizontal intermediaria, de altura h entre / (a) e /(b), pelo 
menos uma vez: 
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5.1. O Teorema do valor intermediario 


CAPITULO 5. CONTINUIDADE 


Teorema 5.1 (Teorema do Valor Intermediario). Seja f : [a, b] —» R uma fungao continua, 
tal que f(a) < /(b). Entao para todo h e [/(a),/(b)], existe c e [a, b] tal que /(c) = ft. 
Uma afirmagao parecida vale quando /(a) > /(b) 


Exercfcio 5.6. Para cada fungao abaixo, estude a propriedade do valor intermediario (isto e, 
fixe uma reta de altura h eve se o grafico de f corta a reta). 


1. f :[-l, 2 ]-»R,/(x):=x 2 . 

2. g:[-l,l]->K, g(x):=jj sex ^° 

10 se x = 0 


3. h : [0,2] 


R, ft(x):= 


(2x-l 

(_2x-3 


se 0 < x < 1 , 
se 1 < x < 2. 


O Teorema do valor intermediario pode ser usado para a resolugao numerica de equagoes: 

Exemplo 5.8. Considere a fungao /(x): = | — x 2 — x 5 , no intervalo [—1,1], Como / e con¬ 
tmua e muda de sinal entre —1 e +1, /(—1) = \ > 0, /(+1) = —| < 0, o Teorema do Valor 
Intermediario implica que deve existir pelo menos um ponto x* e [—1,1] tal que /(x*) = 0. 



Como calcular x^? Por definigao, x^ e [—1,1] e solugao da equagao do quinto grau: 

x 5 + x 2 -I = 0, 

Como nao existe um metodo geral para a resolugao de tais equagoes, vejamos um metodo 
que, sem ser exato, fornece pelo menos uma aproximagao de x*. 

A ideia e de localizar x* usando recursivamente o Teorema do Valor intermediario. Para 
comegar, observemos que como /(0) > 0, /(1) < 0, / muda de sinal tambem no intervalo 
[0,1], o que implica que x* e [0,1], 

Calculemos entao o valor de / no meio do intervalo [0,1] e observemos que /(|) > 0. 
Portanto, / muda de sinal entre ^ e 1, o que implica que x* G 1]. Em seguida, /(^) < 0 
implica que / muda de sinal entre \ e |, isto e, x* G [|, |]. Continuando assim, obtemos 
uma sequencia decrescente de intervalos encaixados, cada um contendo x*: 

[ 0 , 1 ] =>[i,i] =>[!,!]=>••• 
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CAPITULO 5. CONTINUIDADE 


5.2. Limites e fungdes contmuas 


Os tamanhos dos intervalos decrescem exponencialmente rapido: o primeiro tem tamanho 
1, o segundo tamanho |, etc., o n-esimo tem tamanho 2~ n . Logo, qualquer ponto do n-esimo 
intervalo da uma aproximagao de x* com uma precisao de 2~ n . 

O metodo descrito acima, que consiste em usar o Teorema do Valor intermediario a cada 
etapa, e chamado de metodo da bissegao. 

o 


5.2 Limites e fur^oes contmuas 


Como visto na Proposigao 5.1, se g e contmua em a, e se / e contmua em g(a), entao fog 
e contmua em a. Isso pode ser dito da seguinte maneira: se g(x) —» L quando x —> a e se f 
e contmua em L, entao /(g(x)) —» f(L) quando x —» a. Isto e, 

lim/(g(x)) =/(limg(x)). 

x—>a v x—>a 


Esse fato foi usado, sem sequer ser mencionado, em varios lugares nas segoes anteriores. 
Por exemplo apareceu, no item (5) do Exercfcio 4.19, o limite de quando x —> 0. 

Aqui, a fungao e da forma /(g(x)), com g(x) = , /(x) = x 2 . Ora, como g(x) —» 1 e 

como / e contmua em 1, podemos “entrar o limite dentro do (-) 2 ”: 


, rsenx- 

lim — 

x—> 0 ^ 


r senx\ 2 „ 

) =(lim-J = (l) 2 = 1- 

J Vx^O V ' 


Tambem, no item (9) do Exercfcio 4.15, como sfx e contmua a direita em 0 


lim Vhix = ./ lim lnx = y/0 = 0. 

x—>1+ V + 


Um resultado parecido vale para limites no infinito: se g(x) —> L quando x —» oo e se f e 
contmua em L, entao /(g(x)) —> f{L) quando x —» oo. Em outras palavras: 

lim /(g(x)) =/( lim g(x)) . 

x — > oo x-*oo 


Por exemplo, em (4.23), 

lim ln((l + i) 2 ) = Inf lim (1 + i) z> ) = lne = 1. (5.1) 

Z—>4-00 V Z J V z —> + oo Z J 


5.3 Exercicios de revisao 

Exercfcio 5.7. Considere 


f (x):= 


V34Tl-(ax 2 + b) + ^^ 
0 


se x 4 0 , 

se x = 0 . 


Ache a, b, c de modo tal que f seja contmua em 0, e que lim x ^ DO = —3. 


Exercfcio 5.8. Sejaf : K —> R contmua tal que lim x ^ +00 /(x) = +oo, lim x _,_ 00 /(x) = — oo. 
Mostre que Im(/) = R. 
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5.3. Exerdcios de revisao 


CAPITULO 5. CONTINUIDADE 


Exercicio 5.9. Se f e par (respectivamente unpar), qual e a relagao entre lim x _ >0+ f(x)e 
lim x ^ 0 -/(x)? Seja f umafungao impar tal que lim x ^ 0+ /(x) existe e vale L > 0. Essafungao 
e contmua? 

Exercicio 5.10. (Aplicagao do Teorema do valor Intermediario). Se I e um intervalo e se 
f : I —» R e contmua, entao Im(/) e um intervalo. 


Exercicio 5.11. Estude a continuidade das seguintes fungoes: 


/(*):= 



se x ^ 0, 
se x = 0, 


e 


x 

x^—1 


g(x):= |0 


se x {±1}, 
se x = — 1, 
se x = +1. 


Exercicio 5.12. Sejam f,g duas fungoes continuas na reta, tais que f(x) = g(x) para todo 
racional diadico x. Mostre que f = g. 
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Capitulo 6 
Derivada 


A derivada sera o nosso principal uso da nogao de limite. Veremos primeiro, na Segao 6.1, 
como ela aparece naturalmente na procura da equagao da reta tangente a um grafico. Em 
seguida, a derivada sera tratada como uma nova fungao e as suas propriedades serao des- 
critas. Estudaremos a segunda derivada e o seu sentido geometrico na Segao 6.10. Mais 
tarde abordaremos o estudo de problemas concretos de otimizagao no Capitulo ??, e no 
Capitulo ??, derivada e derivada segunda serao usadas para estudos detalhados de fungoes. 


6.1 Retas e graficos de fui^oes 


Para comegar, consideraremos retas do piano associadas ao grafico de uma fungao. Isto e, 
escolheremos um ponto fixo P, um ponto movel Q, e consideraremos a inclinagao da reta 
que passa por P e Q. Sera interessante estudar como que essa inclinagao evolui em fungao 
da posigao de Q, quando Q se mexe ao longo do grafico de uma fungao. 

Exemplo 6.1. Considere o ponto fixo P = (0,-1) e a reta horizontal r de equagao y = 1. 
Consideremos agora um ponto movel Q em r. Isto e, Q e da forma Q = (A, 1), onde A varia 
em R, e estudemos a inclinagao da reta passando por P e Q, dada por 


m(A) = 


l-(-D 
A —0 


2 

A' 



0/ 


/ 

/ 


p < 

/ 

/ 

/ A 

/ 


inclinagao: m(A) 


Vemos que quando Q pertence ao primeiro quadrante (A > 0), m(A) e positiva, e quando 
Q pertence ao segundo quadrante (A < 0), m(A) e negativa. Observemos tambem que a 
medida que Q se afasta pela direita ou pela esquerda, a reta tende a ficar mais horizontal. 
Em termos da sua inclinagao: 

lim m(A) = 0, lim m(A) = 0. 

A—>—oo X— >+c» 
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6.1. Retas e graficos de fungoes 


CAPITULO 6. DERIVADA 


Por outro lado, quando Q se aproximar de (0,1), a reta se aproxima de uma vertical, e a sua 
inclinagao toma valores arbitrariamente grandes: 


lim m(A) = — oo , lim m(A) = +oo . 

A—>0“ A—>0+ 




Exemplo 6.2. Considere agora o ponto fixo P = (—1,0) e um ponto movel Q no grafico 
da fungao /(x) = contido no primeiro quadrante. Isto e, Q e da forma Q = (A, j), com 
A > 0. Como no exemplo anterior, estudemos a inclinagao da reta passando por P e Q, dada 
por 


m(A) = 


l-o 

A — (—1) 


1 

A(A +1)' 



Aqui vemos que 

limm(A) = +oo, lim m(A) = 0 . 

A—>0+ A—>+oo 

O 

Finalmente, consideremos um exemplo em que ambos pontos pertencem ao grafico de uma 
mesma fungao. 

Exemplo 6.3. Considere a parabola, grafico da fun^ao f(x) = x 2 . Consideremos , de novo, 
um ponto fixo nessa parabola, P = (—1,1), e um ponto movel Q = (A, A 2 ). 



Aqui, 

Quando Q se afasta de P, 

lim m(A) = —oo , lim m(A) = +oo. 

A —>—oo A—>+oo 

Vejamos agora algo mais interessante: o que acontece quando Q se aproxima arbitrariamente 
perto de P, isto e, quando A —» — 1? 


m(A) = 


A 2 


A 2 


A — (—1) A + 1 
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CAPITULO 6. DERIVADA 


6.2. Reta tangente e derivada 



Vemos que a medida que Q se aproxima de P, a reta r se aproxima da reta tangente a 
parabola no ponto P, denotada r p . Em particular, a inclinagao de r p pode ser calculada 
pelo limite 


m 


lim m(A) 

A—>—1 


lim -r—— 

A—>—1 A + 1 


Esse limite e indeterminado, da forma “[j”, mas pode ser calculado: 


lim 

A—>— 


A 2 — 1 
i A + 1 


lim 

A—>—1 


(A — 1)(A + 1) 
A +1 


lim (A — 1) = —2. 

A—>—1 


Portanto, a equagao da reta tangente r p e da forma y = —2x + h, e a ordenada na origem 
pode ser calculada usando o fato de r p passar por P. Obtem-se: 



o 

Na verdade, a mesma conta permite calcular a inclinagao da reta tangente a qualquer ponto 
do grafico: 

Exercfcio 6.1. Considere um ponto P da parabola, cuja primeira coordenada e um numero 
a e R qualquer, fixo. Escolha um ponto Q da parabola (com primeira coordenada X), e calcule 
a equagao da reta r que passa por P e Q. Estude o que acontece com a equagao dessa reta 
quando A —» a? 


6.2 Reta tangente e derivada 

O procedimento descrito no Exemplo 6.3 acima pode ser generalizado, e fornece um me- 
todo para calcular a reta tangente ao grafico de uma fungao / num ponto P = (a,/(a)). 
Escolhamos um ponto vizinho de P, tambem no grafico de /, denotado Q = (x,/(x)), e 
consideremos a reta r que passa por P e Q. 
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6.2. Reta tangente e derivada 


CAPITULO 6. DERIVADA 


r 



A inclinagao da reta r e dada por 

/(x)-/(a) 
x — a 

e a inclinagao da reta tangente em P e obtida pegando Q —» P, isto e, x —> a. 


Definigao 6.1. Considere umafungao f definida num ponto aena sua vizinhanga. Se o limite 


f'(a):= lim 


fix)- /(a) 


x — a 


( 6 . 1 ) 


existir e for finito, diremos que f e derivavel (ou diferenciavel) em a. O valor de f'(a) e 
chamado de derivada de f no ponto a, e representa a inclinagao da reta tangente ao 
grafico de f no ponto P = (a,/(a)). 


Veremos mais tarde que a derivada deve ser interpretada 
como taxa local de crescimento da fungao: f'ia) da a taxa 
com a qual fix) cresce em relagao a x, na vizinhanga de a. 
Considerando o grafico na forma de uma curva y = fix), e 
chamando A x:=x — a e A/:=/(x) —/(a), vemos que uma 
notagao natural para a derivada, bastante usada na literatura 


e: 


df .. A / 
— = lim - 

dx Ax—»o Ax 



ObservaQao 6.1. Em geral, f'ia) e um limite indeterminado da forma jj. De fato, se / 
e continua em a entao quando x —» a, o numerador fix) — /(a) —» 0 e o denominador 
x — a —> 0. Por isso, os metodos estudados no ultimo capitulo serao usados constantemente 
para calcular derivadas. • 

ObservaQao 6.2. Observe que com a mudanga de variavel h:=x — a, x —> a implica h —> 0, 
logo a derivada pode ser escrita tambem como 


/ / (a):=lim 

h—>0 


fia + h)-fia) 


(6.2) 


Exercfcio 6.2. Considere f (x):=x 2 —x. Esboce o grafico de f. Usando a definigao de derivada, 
calcule a derivada de f nos pontos a = 0, a = a = 1. Interprete o seu resultado graficamente. 
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CAPdTULO 6. DERIVADA 


6.2. Reta tangente e derivada 


Exercicio 6.3. Usando a definicao, calcule a derivada de f no ponto dado. 

1. /(x) = y/x, a = 1 4. /(x) = x 4 , a = —1 

2. /(x) = a/ 1 + x, a = 0 

3. /(x)=^,a = 0 5. /(x) = i a = 2. 

Exercicio 6.4. De a equacao da reta tangente ao grafico dafuncao no(s) ponto(s) dado(s): 

1. 3x + 9, (4,21) 4. (-1,-1), (1,1) 

2. x-x 2 , (|,J) 5. a/T^2, (-1,0), (1,-1) (0,1), (1,0) 

3. a/ 1 + x, (0,1) 6. senx, (0,0), (§, 1) 


Exercicio 6.5. Calcule a equagao da reta tangente ao rirculo x 2 + y 2 = 25 nos pontos P 1 = 
(3,4), P 2 = (3,-4), P 3 = (5,0). 


Exercicio 6.6. Determine o ponto P da curva y = yfx, x > 0, no quad a reta tangente r p a 
curva e paralela a reta r de equagao 8x — y — 1 = 0. Esboce a curva e as duas retas r p , r. 

Exercicio 6.7. Calcule o valor do parametro [5 para que a reta y = x — 1 seja tangente ao 
grafico dafungao /(x) = x 2 — 2x + [5. Em seguida, faga o esbogo de f e da reta. 

Exercicio 6.8. Considere o grafico de /(x) = Existe um ponto P do grafico de f no quad a 
reta tangente ao grafico passa pelo ponto (0,3)? 

Exercicio 6.9. Determine o ponto P do grafico dafungao f (x) = x 3 —2x + l no quad a equagao 
da tangente e y = x + 3. 


6.2.1 Pontos de nao-diferenciabilidade 


A derivada nem sempre existe, por razoes geometricas particulares: a reta tangente nao e 
sempre bem definida. Vejamos alguns exemplos: 

Exemplo 6.4. Considere /(x):=x^ 3 , definida para todo x£l (veja Segao 2.4.2). Para um 
a 7^ 0 qualquer, calculemos (com a mudanga t = x 1 ^ 3 ) 


/'(a) = lim 


x 1/3 — a 1 ' 3 


= lim 

t—>a x /3 t 3 


t-a ^ 


= lim ---— 

t—»a 1 /3 t 2 + a 1 ! 3 t + a 2 / 3 


1 

3a 2 / 3 ‘ 


Se a = 0, e preciso calcular: 


/'(0) = lim 

x —>0 


x^-O 1 ' 3 

x — 0 


lim —— 

x—>o x 2 ! 3 


= +oo . 


De fato, a reta tangente ao grafico em (0,0) e vertical: 
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6.2. Reta tangente e derivada 


CAPITULO 6. DERIVADA 



Assim, x 1 / 3 e derivavel em qualquer a ^0, mas nao em a = 0. 

Exemplo 6.5. Considere agora /(x) = |x|, tambem definida para todo x 


L Se a > 0, 


entao 


x—>a X — a X — a 


Por outro lado, se a < 0, 

ac ^ \x\~\a\ -x-(-a) 

/ (a) = lim-= lim-= —1. 

x^a x — a x—>a x — a 

Entao |x| e derivavel em qualquer a/0. Mas observe que em a = 0, 


lim 

x—>0+ 


x\~\0\ 

x — 0 


— +1 , 


lim 

x—>0“ 


x\~\0\ 

x — 0 


= -l. 


Como os limites laterais nao coincidem, o limite bilateral nao existe, o que significa que 
/(x) = |x| nao e derivavel (apesar de ser contmua) em a = 0. De fato, o grafico mostra que 
na origem (0,0), a reta tangente nao e bem definida: 



o 


Exercicio 6.10. De um exemplo de lima funcao contmua f : K —> K que seja derivavel em 
qualquer ponto da reta, menos em —1, 0,1. 


Apesar da funcao |x| nao ser derivavel em a = 0, vimos que e possivel “derivar pela es- 
querda ou pela direita”, usando limites laterais. Para uma funcao /, as derivadas laterais 
em a, f+(a) e f^_(a), sao definidas pelos limites (quando eles existem) 



f(x)- /(a) 
x — a 


lim 

h—>0 ± 


/(a + h)—f(a) 
h 


(6.3) 


6.2.2 Derivabilidade e continuidade 

Vimos casos (como |x| ou x 1 ^ 3 em a = 0) em que uma fungao pode ser contmua num ponto 
sem ser derivavel nesse ponto. Mas o contrario sempre vale: 


Teorema 6.1. Se f e derivavel em a, entao ela e contmua em a. 
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CAPITULO 6. DERIVADA 


6.3. A derivada como fungao 


Demonstragao. De fato, dizer que / e derivavel em a implica que o limite /'(a) = lim x ^ a _ a 

existe e e finito. Logo, 

lim(/(x)-/(a)) = lim{^^-^^(x-a)} 

x—>a x—>a ^ X — CL J 

= {lim IMzIM l. {i im ( x - a)} = 0, 

*-x->a X — a J x—>a 

o que implica /(x) —» f(a) quando x —» a. Isto e: / e continua em a. □ 


6.3 A derivada como fun 9 ao 


Exemplo 6.6. Sera que existe um ponto P da parabola /(x) = x 2 em que a reta tangente tem 
inclinagao igual a 2975? 

O que sabemos fazer, ate agora, e fixar um ponto, por exemplo a = 1, e calcular a inclinagao 
da reta tangente a parabola no ponto (1,/(1)), que e dada por 1). Para responder a 
pergunta acima, poderiamos calcular a derivada em varios pontos da reta, um a um, ate 
achar um em que a inclina^ao a igual a 2975. 

Mas e mais facil reformular a pergunta acima diretamente em termos da derivada: Sera 
que existe um ponto a em que 

f'(a) = 2975 ? 

Para isto, e preciso ter a fungao f'(-), que associa a cada a a inclinagao da reta tangente 
ao grafico de / no ponto (a,/(a)). Logo, vamos supor que a e um ponto fixo da reta, sem 
especificar o seu valor, e calcular 


/-(a) = lim /(x) - /(a) =lim^ 
x^a X — a x^a X — a 


lim 


(x — a)(x + a) 


lim(x + a) = 2a . 


Agora, a equagao que precisamos resolver, /'(a) = 2975, e simplesmente 


2a = 2975, => a = 1487.5. 

O ponto procurado e P(1487.5,1487.5 2 ). o 

O exemplo acima mostrou a utilidade de ver a derivada como uma fungao a >—> f'(a). 
Quando se fala em fungao, e mais natural a escrever usando a letra x em vez da letra a: 

x^f'(x). 


Assim, a derivada pode tambem ser vista como um jeito de definir, a partir de uma fungao 
/, uma outra fungao f', chamada derivada de /, definida (quando o limite existe) por 


/'(xj^lim 

h-> o 


/(x + h)-/(x) 
h 


Observe que nessa expressao, h tende a zero enquanto x efixo. 

Observagao 6.3. E importante mencionar que o dominio def'e em geral menor que o de /. 
Por exemplo, |x| e bem definida para todo xeM, mas vimos que a sua derivada e definida 
somente quando x^O. • 
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6.3. A derivada como fungao 


CAPITULO 6. DERIVADA 


Exercicio 6.11. Se f e par (resp. impar), derivavel, mostre que a sua derivada e impar (resp. 
par). 


Exercicio 6.12. Se f e derivavel em a, calcule o limite lim r af(x x;(a 

Derivadas serao usadas extensivamente no resto do curso. Nas tres proximas segoes calcu- 
laremos as derivadas de algumas fungoes fundamentals. Em seguida provaremos as regras 
de derivagao, que permitirao calcular a derivada de qualquer fungao a partir das deriva¬ 
das das fungoes fundamentals. Em seguida comecaremos a usar derivadas na resolugao de 
problemas concretos. 


6.3.1 Derivar as potencias inteiras: x p 

Mostraremos aqui que para as potencias inteiras de x, x p com psZ, 

O p y = px ^ 1 . 

O caso p = 2 ja foi tratado no Exemplo 6.3 e no Exercicio 6.1: 


O 2 )' = lim 

h—>0 


(x+h) 2 -x 2 


= lim 

h—>0 


2 xh + h 2 


= lim(2x + h) = 2x . 

h—>0 


(6.4) 


Na verdade, para x n com neN qualquer, ja calculamos no Exercicio 4.35: 

(x n y = lim + = fix' 1 " 1 . (6.5) 

h^o h 

Por exemplo, (x 4 )' = 4x 3 , (x 17 ) / = 17x 16 . Daremos uma prova alternativa da formula (6.4) 
no Exercicio 6.17 abaixo. 

Observagao 6.4. O caso p = 0 corresponde a x° = 1. Ora, a derivada de qualquer constante 
CeKe zero (o seu grafico corresponde a uma reta horizontal, portanto de inclinagao = 0!): 


(cy = o. 


Para as potencias negativas, x p = \ obviamente nao e derivavel em 0, mas se x ^ 0, 


i 


0 )' = 


l 


(x+h) 1 ? xi 


-1 (x + h) q -x q -1 


h^0 


lim . 

h ^0 (x + h) < 2x‘2 


X^X5 


qx 9-1 = —qx _9_1 


Isso prova (6.4) para qualquer p e Z. Veremos adiante que (6.4) vale para qualquer p, 
mesmo nao inteiro. Por exemplo, (x v ^ 2 ) / = -/Zx'^ -1 . Para alguns casos simples, uma conta 
explicita pode ser feita. Por exemplo, se p = ±|, 


Exercicio 6.13. Calcule (-/x)', (■^) / - 
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CAPITULO 6. DERIVADA 


6.3. A derivada como fungao 


6.3.2 Derivar as fungoes trigonometricas 

A derivada da fungao seno ja foi calculada no Exercfcio 4.35. Por definigao, 

, ... . sen(x +h) — senx 

(sen) (x) = nm---. 

h^O h 

Usando a formula (1.25), sen(x + h) = senx cos h + sen h cos x, obtemos 

sen(x + h) — senx senx cosh + sen h cos x — senx 

lim---= lim--- 

h-> 0 h h-> o h 


= senx 


jlim ■ 

'■h-> o 


1 r senfm 

-1 + cosxi lim-1. 

J h J 


Ora, sabemos que lim h ^ 0 = 1, e que lim^ 0 cos £ 1 = lim 
(5) do Exercfcio 4.19). Portanto, provamos que 


fr—>o 


(sen)'(x) = cosx 


h—>o h 
h cos /l 2~ 1 = 0 (lembre o item 


( 6 . 6 ) 


Pode ser provado (ver o exercfcio abaixo) que 


(cos) / (x) = — senx. 


(6.7) 


Para calcular a derivada da tangente, tanx = precisaremos de uma regra de derivagao 
que sera provada na Segao 6.4; obteremos 


(tan)'(x) = 1 + tan 2 x 


cos^x 


(6.8) 


Exercfcio 6.14. Calcule a equagao da reta tangente ao grafico da fungao senx, nos pontos 
P 1 = (0,0), P 2 = (f, 1), P 3 = (tc, 0). Confere no grafico. 

Exercfcio 6.15. Prove (6.7). 


6.3.3 Derivar exponenciais e logaritmos 

Na Segao 4.7 calculamos 

- h -l _ .. ln(l + h) 


lim - 

h-> 0 h 


1 , 


lim : 

h^o h 


1 . 


(6.9) 


Lembre que esses limites seguem diretamente da definigao do numero e, como o limite 
e: = lim n ^ DO (l + ^) n . Usaremos agora o primeiro desses limites para calcular a derivada de 


e x : para x 


x+h _ x 

(e x f:= lim--- 

h—>o h 


e x e h — e J ' 


lim 

h^o h 


e x jlim -- -j = e x . 

'-h—>0 h > 


Portanto, esta provado que a fungao exponencial e igual a sua derivada! Por outro lado, para 
derivar o logaritmo, observe que para todo x > 0, ln(x + h) — ln(x) = ln(^) = ln(l + |). 
Logo, 


n _ v ._ ,• ln O + ft) - ln(x) _ ln(l + -) 
(mxj .— lim — lim 

h-> 0 h h-> o h 
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6.4. Regras de derivaqao 


CAPITULO 6. DERIVADA 


Chamando a: = - temos, usando (6.9), 


(lnx) 7 = ^ {lim 

x l a—>0 




*o a 

Calculamos assim duas derivadas fundamentais: 


7 


(e x )' = e x , (lnx) 7 = 

x 


Observagao 6.5. A interpretagao geometrica dos limites em (6.9) e a seguinte: a inclinagao 
da reta tangente ao grafico de e x no ponto (0,1) e a inclinagao da reta tangente ao grafico 
de lnx no ponto (1,0) ambas valem 1 (lembre que o grafico do logaritmo e a reflexao do 
grafico da exponencial pela bisetriz do primeiro quadrante): 



lnx 


Uma olhada nos esbogos das fungoes a x na pagina 52 mostra que e x e a unica com essa 
propriedade. As vezes, livros definem “e” como sendo a unica base a que satisfaz a essa 
propriedade: a inclinagao da reta tangente a a x na origem e igual a 1. • 


6.4 Regras de deriva 9 ao 


Antes de comegar a usar derivadas, e necessario estabelecer algumas regras de derivaqao, que 
respondem essencialmente a seguinte pergunta: s e/eg sao derivaveis, f'eg' conhecidas, 
como calcular (/ + g) 7 , (/ • g) 7 , (^) 7 , (/ o g) 7 ? Nesta segao, sera sempre subentendido que 
as fungoes consideradas sao derivaveis nos pontos considerados. Comecemos com o caso 
mais facil: 


Regra 1. 


(A/(x)) 7 = A/ 7 (x) 


para 


toda constante AgI. 


Demonstraqao. Usando a definigao de (A/(x)) 7 e colocando A em evidencia, 


(A/(x)) 7 :=lim 

h-> 0 


A/(x + h) — A/(x) 
h 


= Alim 

h^O 


/(x + h)-/(x) 
h 


A Ax). 


n 


Por exemplo, (2x 5 ) 7 = 2(x 5 ) 7 = 2 • 5x 4 = 10x 4 . 


Regra 2. 


(/O) + g(x)) 7 = / 7 (x) + g 7 (x). 
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CAPITULO 6. DERIVADA 


6.4. Regras de derivaqao 


Demonstragao. Aplicando a definigao e rearranjando os termos, 

fcf , , , w (/(x + fr) + g(x + h)) — (/(x) + g(x)) 

(/(x) + g(x)) :=lim--- 

h—>0 h 


limj 

h-,0 <- 


/(x + fr)-/(x) g(x + fr)-g(x) 


+ 


! } 


h^O 

/(x + fr)-/(x) g(x + fr)-g(x) ^ ^ 

: lim---+ lim---= / O) + g (x) • 

ft—»o h fc-» o h 


Por exemplo, (2x 5 + senx)' = (2x 5 )' + (senx)' = 10x 4 + cosx. 

Regra 3. 


(/(x)g(x)) / = f'(x)g(x) + /(x)g'(x) (Regra do produto de Leibniz). 


Demonstragao. Por definigao, 

f£f , r w r /(x + /i)g(x + fr)-/(x)g(x) 

(/(x)g(x)) :=lim---. 

ft—»o h 

Para fazer aparecer as derivadas respectivas de / e g, escrevamos o quociente como 

/(x + fr)g(x + fr)-/(x)g(x) /(x + fr)-/(x) ,g(x + h)-g(x) 

-;-=-;-g(x + h) + /(x)--- 


□ 


Quando h —> 0, temos /'(x) e g( x + ^~ g( - Aj —» g'(x). Como g e derivavel em x, 

ela e tambem continua em x (Teorema 6.1), logo lim h ^ 0 g(x + h) = g(x). Assim, quando 
h —» 0 , o quociente inteiro tende a/'(x)g(x) +/(x)g / (x). □ 

Por exemplo, 

(x 2 senx)' = (x 2 ) / senx + x 2 (senx) / = 2 x senx + x 2 cosx . 

Exercfcio 6.16. De contra-exemplos para mostrar que em geral, (f g)' 7 ^ f'g'- 


g(x+h)-g(x ) 


Exercicio 6.17. Mostre a formula (x n ) / = nx n 1 usando indugao e a regra de Leibniz. (Dica: 

x n+l = x . x n j 

Estudemos agora a derivagao de fungoes compostas: 

Regra 4. 


(/(g(x)))' = / / (g(x))g / (x) (Regra da cadeia). 


Demonstragao. Fixemos um ponto x. Suporemos, para simplificar, que g(x + h) — g(x) 7 ^ 0 
para todo h suficientemente pequeno 1 . Podemos escrever 


r£r r i- /(g(x + h))-/(g(x)) 

(/(g(x))) :=hm--- 

v /(g(x + h))-/(g(x))g(x + h)-g(x) 

= lim- 

h -»° g(x + h) — g(x) h 


( 6 . 10 ) 


1 Sem essa hipotese, a prova precisa ser ligeiramente modificada. 
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6.4. Regras de derivaqao 


CAPITULO 6. DERIVADA 


Sabemos que o segundo termo g(A+/l ; ] g( ' x) —» g'(x) quando h —» 0. Para o primeiro termo 
chamemos a:=g(x) e z:=g(x + h ). Quando h —» 0, z —> a, logo 


/(g(* + h))-/(g(*)) /(z)-/(a) 

Inn-----——-= lim- 

g(x+/l) — g(x) z —a 


=/'(«)=r(gW). 


n 


Para aplicar a regra da cadeia, e importante saber identificar quais sao as fungoes envolvi- 
das, e em qual ordem elas sao aplicadas (lembre do Exercicio 2.22). 

Exemplo 6.7. Suponha por exemplo que queira calcular a derivada da fungao sen(x 2 ), que 
e a composta de /(x) = senx com g(x) = x 2 : sen(x 2 ) = /(g(x)). Como f'(x) = cosx e 
g'(x) = 2x temos, pela regra da cadeia, 

(sen(x 2 )y = /(g(x)y = y (g(x))g (x) = cos(x 2 ) • (2x) = 2x cos(x 2 ). 

Para calcular e* 2 , que e a composta de /(x) = e x com g(x) = x 2 , e como /'(x) = e x , temos 

( e * 2 y = e* 2 • (x 2 y = 2xe* 2 . 


Exemplo 6.8. Para calcular a derivada de que e a composta de /(x) = ^ com g(x) = 
cosx, e como /'(x) = —A, g'(x) = — senx, temos 


i 1 senx 

( - )= “(^' ( “ senx) = 


(cosx) 2 

De modo geral, deixando g(x) ser uma fungao qualquer, derivavel e nao-nula em x, 

1 Y g'00 


f-U 


g{x) J g(x) 2 


( 6 . 11 ) 


Regra 5. 


//Oh 

/ y / (x)g(x)-/(x)g / (x) 

^gOh 

go) 2 


(Regra do quociente). 


Demonstragao. Aplicando a Regra de Leibniz e (6.11), 

=(/ w ■ = /'(x) ■ ^ + / w ■ (- mh ■- /(xta ' w 


g(x)' 


gO) 


g(x) 2 


g(x) 2 


Exemplo 6.9. Usando a regra do quociente, podemos agora calcular: 

senxy (sen x) / cosx —sen x(cosx) / cos 2 x + sen 2 x 


, v /senx y 

(tanx) = (-I = 

v cosx ' 


cos z x 


cos z x 


Essa ultima expressao pode ser escrita de dois jeitos: 


(,anxy = | 1 + ‘Y X ' 

ou —5T- . 


□ 
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CAPITULO 6. DERIVADA 


6.4. Regras de derivagao 


Exercicio 6.18. Use as regras de derivagao para calcular as derivadas das seguintes fungoes. 
Quando for possivel, simplifique a expressao obtida. 


1. 

—5x 

8. 

x+l 

15. 

i 

x 2 —1 

Vl+X 2 

2. 

3 7 

x —x 7 

9. 

(x + l) s 

16. 

(x 2 —l) 2 

V x 2 —1 

3. 

1 + X + Y + T 

i 

10. 

(3 + if 

17. 

X 

x+\/ 9+x 2 

4. 

UTc 

11. 

V1 — x 2 

18. 

\/1 + y/~X 

5. 

x senx 

12. 

sen 3 x —cos 7 x 

19. 

X 

6. 

(x 2 + 1) senx cosx 

13. 

i 

cosx 

1—cosx 

20. 

cos Vl + x 2 

7. 

senx 

14. 

1 

21. 

sen(senx) 

X 

cos(2x—1) 


Exercicio 6.19. Calcule a derivada dafungao dada. 

1. 2e~ x 4. e*senx 7. ln(l + e 2x ) 


2. ln(l + x) 5. e senx 8. x\nx 

3. ln(e 3x ) 6. e e * 9. e* 


10. ln(cosx) 


11. ln( 


1+COSX'v 

senx ' 


Exercicio 6.20. Verifique que as derivadas das fungoes trigonometricas hiperbolicas sao dadas 
por 

(senhx)'= coshx, (coshx) 7 = senhx, (tanhx)'= 


1 — tanh 2 x, 


ou 


i 

cosh 2 x 


As vezes, um limite pode ser calculado uma vez que interpretado como uma derivada. 
Exemplo 6.10. Considere o limite lim x ^ 1 que e indeterminado da forma jj. Como ^ = 
ln yZ] 111 , vemos que o limite pode ser interpretado como a derivada da fun^ao /(x) = lnx no 
ponto a = 1: 


lnx —lnl 
lim- 

x-»l X — 1 


lim 

x —* 1 


/(*)-/(!) 

x — 1 


=n i). 


Ora, como /'(x) = temos f'{ 1) = 1. Isto e: lim^^j ^ = 1. 


<> 


Exercicio 6.21. Calcule os seguintes limites, interpretando-os como derivadas. 

x 999 —l 0 1: sen(x 2 )—sen(?r 2 ) 


1. lim 


X->1 X —1 


2. lim 


cosx+l 
x—>n x—n 


3. lim 

4. lim 


x->n x-n 

lnx—ln2 
x~>2 x—2 


5. lim 


t—>o t 
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6.4. Regras de derivaqao 


CAPITULO 6. DERIVADA 


Exercicio 6.22. Considere as funcoes 


/(*):= 


{ x sen - 


se x 7 ^ 0 , 
se x = 0 , 


g(x):= 


fx 2 seni 

|o 


se x ^ 0 , 
se x = 0 . 


Mostre que g e derivavel (logo, continua) em todo x e R. Mostre que f e continua em todo 
xeie derivavel em todo iel\{ 0 }, mas nao e derivavel em x = 0 . 


6.4.1 Derivar as potencias x a ; exponenciagao 

Definir uma potencia x p para pGZe imediato. Por exemplo, x 3 :=x-x-x. Mas como definir 
x“ para uma potencia nao-inteira, por exemplo x^ = x 1,414, ■? 


Um jeito de fazer e de se lembrar que qualquer x > 0 pode ser exponenciado: x = e lnx . 
Como (e lnx )“ = e alnx , e natural definir 


X a. =e <xlnx 


( 6 . 12 ) 


Observe que com essa definigao, as regras habituais sao satisfeitas. Por exemplo, para qual¬ 
quer a, ft € R, 

v a /S _ alnx filnx _ alnx+filnx _ (a+/3)lnx _ 

J( c c c c Jl • 


Mas a definigao dada acima permite tambem derivar x“, usando simplesmente a regra da 
cadeia: 

(x a y = (e alnx y = (alnxy e alnx = -x a = ax" -1 . 

x 

Assim foi provado que a formula (x p ) / = px p_1 , inicialmente provada para peZ, vale tam¬ 
bem para expoentes nao-inteiros. 


O que foi usado acima e que se g e derivavel, entao pela regra da cadeia, 

(e sM y = e sM gXx). 


(6.13) 


Exemplo 6.11. Considere uma exponencial numa base qualquer, a x , a > 0. Exponenciando 
a base a = e lna , temos a x = e xlna . Logo, 


(a x y = (e xlna y = (x In a)'e xlna = (lna)a x . 


(6.14) 


o 


Essa expressao permite calcular as derivadas das fungoes da forma f(x) g< - x \ De fato, se 
/(x), sempre podemos escrever /(x) = transformando f(x) g< - x l = e g( ~ x ^ ln ^ x \ Por 

exemplo, 

Exemplo 6.12. Considere x x , com x > 0. Escrevendo o x (de baixo) como x = e lnx , temos 
X x = (e lnx ) x = e xlnx , logo 

(x x y = (e xlnx y = (x lnx) / e xlnx = (lnx + l)x x . 


o 

Exercicio 6.23. Derive as seguintes funqoes (supondo sempre que x > 0). 

1. x^ 2. (senx) x 3. x senx 4. x x ' 
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CAPITULO 6. DERIVADA 


6.4. Regras de derivagao 


6.4.2 Derivadas logaritmicas 

Vimos que derivar uma soma e mais simples do que derivar um produto: a derivada da 
soma se calcula termo a termo, enquanto para derivar o produto, e necessario usar a regra 
de Leibniz repetitivamente. Ora, lembramos que o logaritmo transforma produtos em soma, 
e que esse fato pode ser usado para simplificar as contas que aparecem para derivar um 
produto. 


Considere uma fungao / definida como o produto de n fungoes, que suporemos todas 
positivas e derivaveis: 


fix) = hi(x)h 2 (x )... h n (x ) = ]~[Mx) ■ 

k =i 


Para calcular f'ix), calculemos primeiro 


n 

ln/(x) = In/i 2 (x) + Inh 2 (x) H-1- Infr n (x) = S In h k (x), 

k =1 


e derivamos ambos lados com respeito ax. Do lado esquerdo, usando a regra da cadeia, 
(ln/(x)y = jrj. Derivando termo a termo do lado direito, obtemos 


fix) 

fix) 


(In hfx) + lnh 2 (x) H-h In h n (x)f 

OnhiCx )) 7 + (lnh 2 (x)y + • • • + (lnh n (x)y 

h'ix) h'ix) h'ix) 

— -+ —-+ • • • + —- . 

hi(x) h 2 (x) h n (x) 


Logo, obtemos uma formula 


/'M = /w( 


K(x) 

hix) 


+ 


Kix) 

—— + —h 
h 2 ix) 


KM ) 

Kix)J 


Exercfcio 6.24. Derive, usando o metodo sugerido acima: 

i (x+l)(x+2)(x+3) „ x sen 3 x o rT n f-i , k\ 

(x+4)(x+5)(x+6) Vl+cos^x U/c=l^ ± + JC J 


6.4.3 Derivar uma fungao inversa 

Sabemos que (senx)' = cosx e (a x )' = (lna)a x , mas como derivar as suas respectivas fun- 
goes inversas, isto e, (arcsenx) / e (log a x) / ? 

Vimos que o inverso de uma fungao /, quando e bem definido, satisfaz as relagoes: 

Vx, ifif~\x)) = x. 

Logo, derivando em ambos lados com respeito a x, e usando a regra da cadeia do lado 
esquerdo, 

/ / (r 1 (x))-(r l y(x) = i 
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CAPITULO 6. DERIVADA 


Logo, 



Exemplo 6.13. Calculemos a derivada do arcsenx, que e por definigao a inversa da fungao 
/(x) = senx, e bem definida para x e [—1,1]. Como / 7 (x) = cosx, a formula acima da 


(arcsenx) cos(arcsenx)' 

Usando a identidade provada no Exemplo 2.26: cos(arcsenx) = a/ 1 — x 2 , obtemos 


(arcsenx) 7 = , . 

2 


(6.15) 


Observe que, como pode ser visto no grafico da Segao 2.4.3, as retas tangentes ao grafico 
de arcsenx sao verticals nos pontos x = ±1, o que se traduz pelo fato de (arcsenx) 7 nao 
existir nesses pontos. o 

Exercfcio 6.25. Mostre que 


(log a *) 7 


1 

(lna)x ’ 


(arcosx) 7 



(arctanx) 7 =-. 

1 + x 2 


(6.16) 


Exercfcio 6.26. Calcule as derivadas das fungoes abaixo. 

1. log a (l —x 2 ) 4. arcsen(cosx), 0 < x < | 

2. arcsen(l—x 2 ) 

3. arctan(tanx), —/ < x < / 5. cos (arcsenx), — 1 < x < 1 


Exercfcio 6.27. Seja /(x) = arcos(^ 2 ). Mostre que a reta de equagao y = — |(x + 4=) + f 
e tangente ao grafico de f em algum ponto P. 

6.5 O Teorema de Rolle 

A seguinte afirmagao geometrica e intuitiva: seAe B sao dois pontos de mesma altura (isto 
e: com a mesma segunda coordenada) no grafico de uma fungao diferenciavel /, entao 
existe pelo menos um ponto C no grafico de /, entre A e B, tal que a reta tangente ao 
grafico em C seja horizontal. Em outras palavras: 

Teorema 6.2. Seja f umafungao continua em [a, b] e derivavel em (a, b). Se f(a) = /(b), 
entao existe c € (a, b) tal que 

fXc) = 0. 
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CAPITULO 6. DERIVADA 


6.5. O Teorema de Rolle 


Exemplo 6.14. Considere /(x) = senx, e a = 0, b = n. Entao /(a) = /(5). Nesse caso, o 
ponto c cuja existencia e garantida pelo teorema e c = |: 


C 



De fato, fX x ) = cosx, logo /'(|) = 0. <> 

Exercicio 6.28. Em cada um dos casos a seguii; mostre que a afirmacao do Teorema de Rolle 
e verificada, achando explicitamente o ponto c. 

1. /(x) = x 2 + x, a = —2, 5 = 1. 3. /(x) = x 4 + x, a = —1, 5 = 0. 

2. /(x) = cosx, a = 5 = ^ 


Como consequencia do Teorema de Rolle, 


Corolario 6.1. Seja f umafungao continua em [a, 5], derivavel em (a, 5). Entao existe c € 
(a, 5) tal que 


m-fja) 
5 — a 




_/(^_£(£)(x— a ). Entao / e diferenciavel, e como/(a) = 
/(5) = /(a), pelo Teorema de Rolle existe um c e [a, 5] tal que f'(c) = 0. Mas como 


Demonstragao. Defina/(x):=/(x)- 


/'(*) = fXx) - temos j'( c ) _ 


b—a 


o. 


n 


Geometricamente, o Corolario 6.1 representa um Teorema 
do valor intermediario para a derivada: se A:=(a,/(a)), 
B:=(5,/(5)), o corolario afirma que existe um ponto C no 
grafico de f, entre AeB, em que a inclinagao da reta tangente 
em C CfXcV e igual a inclinagao do segmento AB 

Exemplo 6.15. Considere por exemplo /(x) = x 2 no inter- 
valo [0,2], 




A construqao geometrica de C e clara: traqamos a reta paralela a AB, tangente a para¬ 
bola. Neste caso a posiqao do ponto C = (c,/(c)) pode ser calculada explicitamente: como 
fX x ) = 2x, e como c satisfaz fX c ) = = temos 2c = 2, isto e: c = 1. o 
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6.6. Derivada e Variagao 


CAPITULO 6. DERIVADA 


Exercicio 6.29. Considere /(x) = senx, com a = — b = f. Ache graficamente o ponto C e 
em seguida, calcule-o usando uma calculadora. 

Exercicio 6.30. Considere afungao f definida por /(x) = § se x < 2, /(x) = x — 1 se x > 2, 
e A = (0,/(0)), B = (3,/(3)). Existe um ponto C no grafico de f, entre Ae B, tal que a reta 
tangente ao grafico em C seja paralela ao segmento AB? Explique. 

Exercicio 6.31. Mostre que para todo par de pontos x 1 ,x 2 , vale a seguinte desigualdade: 

| senx 2 — senxjl < |x 2 — x-J. (6.17) 

Use essefato para mostrar que senx e uma fungao continua. Faga a mesma coisa com cosx. 


6.6 Derivada e Variac^ao 

Voltemos agora ao significado geometrico da derivada, e do seu uso no estudo de fungoes. 
Sabemos que para um ponto x do dominio de uma fun^ao /, a derivada / ; (x) (se existir) 
da o valor da inclinagao da reta tangente ao grafico de / no ponto (x,/(x)). 


A observagao importante para ser feita aqui e que os valores de f' fornecem uma infor- 
magao importante sobre a variagao de f, isto e, sobre os intervalos em que ela cresce ou 
decresce (veja Segao 2.2.3). 

Exemplo 6.16. Considere /(x) = x 2 . 



Vemos que / decresce no intervalo (—oo,0], e cresce no intervalo [0, +oo). Esses fatos se 
refletem nos valores da inclinagao da reta tangente: de fato, quando a fungao decresce, a 
inclinagdo da sua reta tangente e negativa, f'(x) < 0, e quando a fungao cresce, a inclinagao 
da sua reta tangente e positiva, f'(x) > 0: 



Como f'(x) = 2x, montemos uma tabela de variagao, relacionando o sinal de f'(x) com a 
variagao de /: 


X 

0 

f'M 

- 0 + 

Variag. 

de/ 
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6.6. Derivada e Variagao 


em que “\” significa que / decresce e que ela cresce no intervalo. Vemos tambem que 
em x = 0, como a derivada muda de negativa para positiva, a fungao atinge o seu valor 
mmimo, e nesse ponto /'(0) = 0. o 

No exemplo anterior, comegamos com uma fungao conhecida (x 2 ), e observamos que a sua 
variagao e diretamente ligada ao sinal da sua derivada. Nesse capitulo faremos o contrario: 
a partir de uma fungao dada /, estudaremos o sinal da sua derivada, deduzindo a variagao 
de / de maneira analitica. Junto com outras propriedades basicas de /, como o seu sinal e 
as suas assintotas, isto permitira esbogar o grafico de / com bastante precisao. 

Vejamos agora, de maneira precisa, como a variagao de uma fungao diferenciavel pode ser 
obtida estudando o sinal da sua derivada: 


Proposigao 6.1. Seja f uma fungao derivavel em I. 

• Se /'(z) > 0 para todo z e I, entao f e crescente em I. 

• Se /'(z) > 0 para todo z € I, entao f e estritamente crescente em I. 

• Se f{z ) < 0 para todo z € I, entao f e decrescente em I. 

• Se f'(z ) < 0 para todo z e I, entao f e estritamente decrescente em I. 


Demonstragao. Provaremos somente a primeira afirmagao (as outras se provam da mesma 
maneira). Suponha que f{z ) > 0 para todo z G I. Sejam x, x / dois pontos quaisquer em I, 
tais que x < x'. Pelo Corolario 6.1, existe c e [x, x'] tal que 


fix')-f(x) 
x' — X 


= / / (c). 


Como f'(c ) > 0 por hipotese, temos f(x') — /(x) = / / (c)(x / — x) > 0, isto e, f(x') > /(x). 
Isso implica que / e crescente em I. □ 

3 

Exemplo 6.17. Estudemos a variagao de /(x) = ^ —x, usando a proposigao acima. A 
derivada de / e dada por/ ; (x) = x 2 —1, seu sinal e facil de se estudar, e permite determinar 
a variagao de /: 


X 

-1 +1 

f'(x ) 

+ 0 - 0 + 

Variag. 
de / 

^ \ ^ 


Isto e: / cresce em (—oo,—1] ate o ponto de coordenadas (—1,/(—1)) = (—1, |), depois 
decresce em [—1,4-1] ate o ponto de coordenadas (1,/(1)) = (1,—|), e depois cresce de 
novo em [+1, oo): 
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Observe que em geral, o estudo da derivada nao da informagoes sobre os zeros da fungao. 

3 2 

No entanto, neste caso, os zeros de / podem ser calculados: ^—x = x(^— 1) = 0. Isto e: 
S = {—V 3,0, -/3}. Logo, o sinal de / (que nao tem nada a ver com o sinal de f) obtem-se 
facilmente: 


X 

-a/3 0 +a/3 

fix) 

- ( 

) + ( 

) - ( 

) + 


o 

Exemplo 6.18. Considere as potencias /(x) = x p , com pGZ (lembre os esbogos da Segao 

2.2.1). Temos que (x p )' = px p_1 se p > 0, (^■) / = —qx _<3_1 se p = — q < 0. 

• Se p > 0 e par, entao p — 1 e impar, e (x p ) / < 0 se x < 0, (x p ) / > 0 se x > 0. Logo, x p 
e decrescente em (—oo,0], crescente em [0, oo). (Por exemplo: x 2 .) 

• Se p > 0 e impar, entao p — 1 e par, e (x p y > 0 para todo x. Logo, x p e crescente em 
todo K. (Por exemplo: x 3 .) 

• Se p = — q < 0 e par, entao — q — 1 e impar, e (^■) / > 0 se x < 0, (^y < 0 se x > 0. 
Logo, g crescente em (—oo,0), e decrescente em (0, oo). (Por exemplo: -^.) 

• Se p = — q < 0 e impar, entao — q — 1 e par, e (^) / < 0 para todo x / 0. Logo, ^ e 
decrescente em (—oo,0), e decrescente tambem em (0, oo). (Por exemplo: L ou Xl) 

o 

Exemplo 6.19. Considere a fungao exponencial na base a > 0, a x (lembre os esbogos da 

Segao 3.1). Como ( a x )' = (lna)a x , temos que 

• se a > 1, entao In a > 0, e (a x )' > 0 para todo x. Logo, a x e sempre crescente. 

• se 0 < a < 1, entao In a < 0, e (a x ) / < 0 para todo x. Logo, a x e sempre decrescente. 

Por outro lado, a fungao logaritmo na base a > 0, log a x, e tal que (log a x)' = 

• Se a > 1, entao log a x e crescente em (0, oo), e 

• se 0 < a < 1, entao log a x e decrescente em (0, oo). 


Exercicio 6.32. Estude a variaqao de f, usando a sua derivada, quando for possivel. Em 
seguida, junto com outras informacoes (p.ex. zeros, sinal de f), monte o grafico de f. 


I- /W=T-T 

2. /(x) =2 x 3 -3x 2 -12x+1 

3. /(x) = |x + 1| 

4. /(x) = ||x| — 1| 


5. /(x) = senx 

6. /(x) = Vx 2 — 1 

7 - fw=m 

x —1 


8. /(x) = £ 


2x 


9. /(x) = e“ 

10. /(x) = ln(x 2 ) 

11. /(x) = tanx 
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6.7. Velocidade, aceleraqao, taxa de variaqao 


6.7 Velocidade, acelerat^ao, taxa de variat^ao 

Sabemos que o sinal da derivada (quando ela existe) permite caracterizar o crescimento de 
uma fungao. Mais especificamente, a derivada deve ser entendida como taxa de variaqao. O 
exemplo mais importante do significado da derivada como taxa de variagao e em mecanica, 
estudando o movimento de uma particula. 


Considere uma particula que evolui na reta, durante um intervalo de tempo [t ls t 2 ]. Supo- 
nha que a sua posigao no tempo t 1 seja x(t 1 ), que no tempo t 2 a sua posigao seja x(t 2 ), e 
que para t e [t l5 t 2 ], a posigao seja dada por uma fungao x(t). 




x(t 2 ) 


A fungao t *-> x(t), para t > 0, representa a trajetoria da particula. 



Uma informagao util pode ser extraida da trajetoria, olhando somente para o deslocamento 
entre o ponto inicial e o ponto final: definimos a velocidade media ao longo de [t l5 t 2 ], 

- x(t 2 )-x(ti) 

v =-. 

— 

A interpretagao devea seguinte: se uma segunda particula sair de x(t x ) no tempo t l3 se 
movendo a velocidade constante v, entao ela chegara em x(t a ) no tempo t 2 , junto com a 
primeira particula. A trajetoria dessa segunda particula de velocidade constante v e repre- 
sentada pela linha pontilhada do desenho acima. 


Mas a primeira particula nao anda necessariamente com uma velocidade constante. Pode- 
mos entao perguntar: como calcular a sua velocidade instantanea num determinado instante 
t 1 < t < t 2 ? Para isso, e necessario olhar as posigoes em dois instantes proximos. Se a par¬ 
ticula se encontra na posigao x(t) no tempo t, entao logo depois, no instante t + At > t, ela 
se encontrara na posigao x(t + At). Logo, a sua velocidade media no intervalo [t, t + At] e 
dada por Al±Alzil£l Calcular a velocidade instantanea significa calcular a velocidade media 
em intervalos de tempo [t, t + At] infinitesimais: 


v( t )=lim * (t + At) - x(t W M, 
At— >0 At 


isto e, a derivada de x(t) com respeito a t. 


Vemos assim como a derivada aparece no estudo da cinematica: se x(t) (em metros) e a 
posigao da particula no tempo t (em segundos), entao a sua velocidade instantanea neste 
instante e v(t) = x^t) metros/segundo. 
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Observagao 6.6. Existe uma relagao interessante entre velocidade instantanea e media. 
Como consequencia do Teorema de Rolle (e o seu Corolario 6.1), se x(t) for continua e 
derivavel num intervalo [t ls t 2 ], entao deve existir um instante t M G (t ls t 2 ) tal que 


- x(t 2 )-x(t i) 

v =- 

— 11 


= x / (tj = v(tj. 


Isso implica que ao longo da sua trajetoria entre t 1 e t 2 , existe pelo menos um instante 
t 1 < t* < t 2 em que a velocidade instantanea e igual a velocidade media. • 

Exemplo 6.20. Considere uma particula cuja trajetoria e dada por 


x(t) = v 0 t + x 0 , t>0 (6.18) 

em que x 0 e v 0 sao constantes. Como x(0) = x 0 , x 0 e a posigao inicial da particula. A 
velocidade instantanea e dada por 

x / (t) = v 0 , 

o que significa que a particula se move com uma velocidade constante v 0 ao longo da sua 
trajetoria. Diz-se que aparticula segue um movimento retilmeo uniforme. 



Observe que nesse caso, a velocidade media ao longo de um intervalo e igual a velocidade 
instantanea: v = v 0 . o 

E natural considerar tambem a taxa de variagao instantanea de velocidade, chamada acele- 
ragao: 


a(t) = lim 

At—>0 


v(t +At)-v(t) 
_ 


= v'(t). 


Por a(t) ser a derivada da derivada de x(t), e a derivada segunda de x com respeito a t, 
denotada: a(t) = x'ft). 


No exemplo anterior, em que uma particula se movia com velocidade constante v 0 , a ace- 
leragao e igual a zero: 

x // (t) = (v 0 t + x 0 ) // = (v 0 ) / = 0. 

Exemplo 6.21. Uma particula que sai da origem no tempo t = 0 com uma velocidade inicial 
v 0 > 0 e evolui sob o efeito de uma forga constante — F < 0 (tende a freiar a particula) tern 
uma trajetoria dada por 

x(t) = ~— 1 2 + v 0 t + x 0 , t>0, 

2m 

onde me a massa da particula. Entao a velocidade nao e mais constante, e decresce com t: 

v(t) = x / (t) = -—t + v 0 . 

m 
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6.7. Velocidade, aceleraqao, taxa de variaqao 


A aceleragao, por sua vez, e constante: 

a(t) = v / (t) = -—• 

m 

Exercicio 6.33. Considere uma particula cuja trajetoria e dada por: 



Descreva qualitativamente a evolugao da particula em cada um dos intervalos [0, f, ], [t 2 , t 3 ], 
etc., em termos de velocidade instantanea e aceleraqao. 

Exercicio 6.34. Considere uma particula se movendo ao longo da trajetoria x(t) = — — t 
(medida em metros), t > 0. Calcule a velocidade instantanea nos instantes t 0 = 0, t, = 1, 
t 2 = 2, t 3 = 10. O que acontece com a velocidade instantanea v(t) quando t —» oo? Descreva 
o que seria visto por um observador imovel posicionado em x = 0, olhando para a particula, 
em particular nos instantes t 0 ,..., t 3 . Calcule a aceleraqao a(t). 


Exercicio 6.35. O movimento oscilatorio generico e descrito por uma trajetoria do tipo 

x(t) =Asen(a>t), 

em que A e a amplitude maxima e co uma velocidade angular. Estude x(t), v(t) e a(t). Em 
particular, estude os instantes em que v(t) e a(t) sao nulos ou atingem os seus valores extremos, 
e onde que a particula se encontra nesses instantes. 


Na pratica, a derivada deve sempre ser interpretada como taxa de variagao. Considere 
alguma quantidade N(t), por exemplo o numero de individuos numa populagao, que de- 
pende de um parametro t > 0 que interpretaremos aqui como o tempo. A taxa de variaqao 
instantanea de N(t) e definida medindo de quanto que iV(t) cresce entre dois instantes 
consecutivos, arbitrariamente proximos: 


Taxa de variacao de N no instante t = lim 

At—>0 


N(t + At)-N(t) 
At 


= N'(0. 


Exercicio 6.36. Calcula-se que, daqui a t meses, a populaqao de uma certa comunidade sera 
de P(t ) = t 2 + 20 1 + 8000 habitantes. 

1. Qual e a taxa de variaqao da populaqao da comunidade hoje? 

2. Qual sera a taxa de variaqao da populaqao desta comunidade daqui a 15 meses ? 

3. Qual sera a variaqao real da populaqao durante o 16° mes? 
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6.7.1 Taxas relacionadas 

Em varios problemas, uma quantidade X depende de uma quantidade Y: X = f(Y). Ora, 
se Y por sua vez depende de um parametro por exemplo o tempo t, entao X depende de t 
tambem: X(t) = /(7(f)). A taxa de variagao deX com respeito a t pode ser obtida usando 
a regra da cadeia: 

X'(t)=f'(Y(t))YXt). 

Essa expressao mostra como as taxas de variagao de X(t) e 7(f), isto e X\t) e 70(f), sao 
relacionadas. 

Exemplo 6.22. Considere um quadrado de comprimento linear L, medido em metros. Ou- 
tras quantidades associadas ao quadrado podem ser expressas em fungao de L. Por exemplo, 
o comprimento da sua diagonal, o seu perimetro (ambos em metros), e a sua area (em me¬ 
tros quadrados): 

D = V2L , P = 4L, A = L 2 . 

Suponha agora que L depende do tempo: L = L(t)(te medido em segundos). Entao D, P 
e A tambem dependem do tempo 

D(t) = V2L(t), P(t) = 4L(t), A(t) = L(t) 2 , 

e como a taxa de variagao deL(t)eZ/(f) metros/segundo, as taxas de variagao de D, P e A 
sao obtidas derivando com respeito a t: 

D'(t) = V2L'(t), P'(t) = 4l/(t), A / (t) = 2L(t)L / (f)- 

(Para A'(t) usamos a regra da cadeia.) Suponhamos, por exemplo, que o quadrado se ex- 
pande de modo tal que o seu lado cresqa a razao constante de 6 m/s, isto e: L^t) = 6. Logo, 

D'{t) = 6i/2, P'(t) = 24, A ; (t) = 12L(t). 

Isto e, a diagonal e o perimetro crescem com uma taxa constante, mas a taxa de variagao 
da area depende do tamanho do quadrado: quanto maior o quadrado, maior a taxa A'(t). 
Por exemplo, no instante t 1 em que L(t 1 ) = 1, A / (t 1 ) = 12 m 2 /s, e no instante t 2 em que 
L(t 2 ) = 10, A'(t 2 ) = 120 m 2 /s. o 

Exercicio 6.37. Os lados de um cubo crescem a uma taxa de 0.5 metros por segundo. Determine 
a taxa de variagao do volume do cubo no instante em que os lados medem 1) 10 metro 2) 20 
metros. 

Exercicio 6.38. (Segunda prova, 27 de maio de 2011) Um balao esferico se enche de ar a uma 
taxa de 2 metros cubicos por segundo. Calcule a taxa com a qual 0 raio do balao cresce no 
instante em que 0 seu volume atingiu ^ metros cubicos. 

Exercicio 6.39. Uma vassoura de 2 metros esta apoiada numa parede. Seja I seu ponto de 
contato com 0 chao, S seu ponto de contato com a parede. A vassoura comeca a escorregar, I 
se afastando da parede a uma velocidade de 0.8 m/s. 1) Com qual velocidade S se aproxima 
do chao no instante em que I esta a lm da parede? 2) O que acontece com a velocidade de S 
quando a distancia de I a parede se aproxima de 2? 
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6.8. Linearizagao 


Exercicio 6.40. Um laser em rotagao (0.5 rad/s.) esta a 10 metros de uma parede reta. Seja 
P a posigao da marca do laser na parede, A o ponto da parede mais perto do laser. Calcule a 
velocidade do ponto P no instante em que P esta 1) em A 2) a 10 metros deA, 3) a 100 metros 
de A 

Exercicio 6.41. Um balao cheio de hidrogenio e soltado, e sobe verticalmente a uma velocidade 
de 5 m/s. Um observador esta a 50 m do ponto de onde o balao foi largado. calcule a taxa de 
variagao do angulo sob o qual o observador ve o balao subii; no instante em que este se encontra 
a 1) 30 metros de altura, 2) 1000 metros de altura. 

Exercicio 6.42. A pressao P de um gas ideal de temperatura fixa T contido num container 
de volume V satisfaz a equagao PV = nkT, em que nek scio constantes (que dependem do 
gas). Suponha que, mantendo T fixo, o gas tenha um volume inicial de V x , e que ele comece a 
diminuir com uma taxa de 0.01 m 3 /s. Calcule a taxa de variagao da pressao no instante em 
que o volume vale V 0 < V x . 

6.8 Lineariza 9 ao 

A derivada fornece um jeito eficiente de aproximar fungoes. De fato, ao olhar localmente o 
grafico de uma fungao / derivavel em torno de um ponto P = (a,/(a)), vemos que este e 
quase indistinguivel da sua reta tangente: 



Tornemos essa observagao mais quantitativa. A reta tangente tern inclinagao dada pela 
derivada de / em a: 


/'(a) = lim 

x—>a 


/(x)-/(a) 
x — a 


A existencia do limite acima significa que quando x flea suficientemente perto de a, en- 
tao o quociente ^ (Q ' ) pode ser aproximado pelo numero f'(a), o que pode ser escrito 
informalmente 


/(*) — /(a) 

x — a 


— f'( a ) ■ 


Rerranjando obtemos 

/(x) ^/(a) + / / (a)(x-a). (6.19) 

v- 

reta tangente em P 


Em fungao da variavel x, o lado direito dessa expressao representa a reta tangente ao 
grafico de / no ponto (a,/(a)). Assim, (6.19) da uma aproximagao de /(x) para x numa 
vizinhanga de a; a reta y = / (a) +/ / (a)(x — a) e chamada linearizagao de / em torno a. 

Exemplo 6.23. Ja vimos que a linearizagao de /(x) = x 2 em torno de x = -1 e dada por 
/(x)^— 2x — 1. o 
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Exemplo 6.24. Para seno e cosseno, temos (lembre do Exercfcio 6.14): 

• Em torno de a = 0: senx ~ x, cosx ~ 1. 

• Em torno de a = |: senx ~ 1, cosx ~ —(x — |). 

• Em torno de a = n: senx ~ —(x — n), cosx ~ —1. 


Exercfcio 6.43. Calcule a linearizagao de f em torno de a. 

1. /(x) = e x , a = 0,-1. 4. /( x ) = e~^, a = 0. 

2. /(x) = ln(l + x), a = 0. 5. /(x) = senx, a = 0, f, n. 

3. /(x) = a = 0. 6. /(x) = a/1 + x, a = 0. 

Linearizagao e usada em muitas situagoes praticas, com o intuito de simplificar a comple- 
xidade de uma fungao perto de um ponto. Ela pode tambem ser usada como um simples 
metodo de calculo, como no seguinte exemplo. 

Exemplo 6.25. Como calcular a/9.12, sem calculadora ? Observe que \/9 = 3, entao o nu- 
mero procurado deve ser perto de 3. Se /(x) = J x, temos /(9) = 3, e queremos /(9.12). 
Como 9.12 e proximo de 9, fagamos uma linearizagao de / em o de 9: como f\x ) = 
temos para x ^ 9: 

/(x) ~ /(9) + / / (9)(x -9) = 3 + |(x -9). 

Logo, /(9.12) ~ 3.02. Esse numero e uma aproximagao boa do verdadeiro valor, que pode 
ser obtido com uma calculadora: a/9.12 = 3.019933... <> 


Exercfcio 6.44. De um valor aproximado de a/3.99, ln(1.0123), a/101. 

Observagao 6.7. Em Calculo II serao estudadas aproximagoes de uma fungao / em torno 
de um ponto a, que vao alem da aproximagao linear. Por exemplo, uma aproximagao de / 
de ordem dois e da forma: 


/(x) * / (a) + / / (a)(x - a) + (a)(x - a) 2 , 


onde /"(a) e a segunda derivada de / em a. 




6.9 Deriva 9 ao implfcita 

A maioria das fungoes encontradas ate agora eram dadas explicitamente, o que significa que 
os seus valores /(x) eram calculaveis facilmente. Por exemplo, se 

/(x):=x 2 — x, 

entao/(x) pode ser calculado para qualquer valor dex: /(0) = 0 2 —0 = 0,/(2) = 2 2 —2 = 2, 
etc. Alem disso, /(x) pode ser derivada aplicando simplesmente as regras de derivagao: 

/'(x) = (x 2 —xy = (x 2 y—(xy = 2x— 1 . 

Mas as vezes, uma fungao pode ser definida de maneira impKcita. Vejamos exemplos. 
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6.9. Derivacao implicita 


Exemplo 6.26. Fixe um x e considere o numero y solugao da seguinte equagao: 

x = y 3 + 1. (6.20) 

Por exemplo, se x = 1, entao y = 0. Se x = 9 entao y = 2. A cada x escolhido corresponde 
um unico y que satisfaga a relagao acima. Os pares (x,y) definem uma curva y no piano. 
Essa curva e definida pela relagao (6.20). 

Quando x varia, o y correspondente varia tambem, logo y efungao de x: y = /(x). Na 
verdade, / pode ser obtida isolando y em (6.20): 

y = v'x^l, (6.21) 

o que significa que /(x) = a/x — 1. A relagao (6.21) da a relagao expUcita entre x e y, 

enquanto em (6.20) a relagao era so impUcita. Com a relagao explicita em mao, pode-se 
estudar mais propriedades da curva y, usando por exemplo a derivada de /. o 

Exemplo 6.27. Considere agora a seguinte relagao implicita 

seny=y + x. (6.22) 

Nao o faremos aqui, mas pode ser provado que a cada xgK corresponde um unico y = /(x) 
que resolve a ultima equagao. Ora, apesar disso permitir definir a fungao f implicitamente, 
os seus valores sao dificeis de se calcular explicitamente. Por exemplo, e facil ver que 
/(0) = 0, /(±7t) = yn, etc., mas outros valores, como /(1) ou /(7) nao podem ser es- 
critos de maneira elementar. A dificuldade de conhecer os valores exatos de /(x) e devida 
ao problema de isolar y em (6.22). o 

Se os valores de uma fungao ja sao complicados de se calcular, parece mais dificil ainda 
estudar a sua derivada. No entanto, veremos agora que em certos casos, informagoes uteis 
podem ser extraidas sobre a derivada de uma fungao, mesmo esta sendo definida de maneira 
implicita. 

Exemplo 6.28. Considere o circulo y de raio 5 centrado na origem. Suponha, como no 
Exercicio 6.5, que se queira calcular a inclinagao da reta tangente a y no ponto P = (3,-4). 
Na sua forma implicita, a equagao de y e dada por 


x 2 + y 2 = 25 . 


Para calcular a inclinagao da reta tangente, e preciso ter uma fungao que represente o circulo 
na vizinhanga de P, e em seguida calcular a sua derivada neste ponto. Neste caso, ao inves 
de (6.22), e possivel isolar y na equagao do circulo. Lembrando que P = (3,-4) pertence 
a metade inferior do circulo, obtemos y = / (x) = — a/25 — x 2 . Logo, como a fungao e dada 
explicitamente, ela pode ser derivada, e a inclinagao procurada e dada por 


n 3 ) 


x 


a/25 — x 2 


x=3 


3 

4 ■ 


Essa inclinagao foi obtida explicitamente, pois foi calculada a partir de uma expressao expli¬ 
cita para /. 

Vamos apresentar agora um jeito de fazer que nao passa pela determinagao precisa da fungao 
f. De fato, suponha que a fungao que descreve o circulo na vizinhanga de P seja bem 
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definida: y = y(x) (ou y = /(x)). Ja que o grafico de / passa por P, temos y(3) = —4. 
Mas tambem, como a fungao y(x) representa o circulo numa vizinhanga de 3, ela satisfaz 

x 2 + y(xf = 25. 


(Estamos assumindo que a ultima expressao define y(x), mas nao a calculamos explici- 
amente.) Derivamos ambos lados dessa expressao com respeito a x: como (x 2 ) / = 2x, 
(y(x) 2 y = 2y(x)y'(x) (regra da cadeia) e (25)' = 0, obtemos 

2x + 2y(x)y'(x) = 0. (6.23) 


Isolando y'(x) obtemos 

/(*) =-• (6.24) 

y(x) 

Assim, nao conhecemos y(x) explicitamente, somente implicitamente, mas ja temos uma 
informagao a respeito da sua derivada. Como o nosso objetivo e calcular a inclinagao da 
reta tangente em P, precisamos calcular y^S). Como y(3) = —4, a formula (6.24) da: 


/(3) 


x 


y(x) 


x=3 



3 

4 ’ 


o 

Em (6.23) derivamos implicitamente com respeito a x. Isto e, calculamos formalmente a 
derivada de y(x) supondo que ela existe. Vejamos um outro exemplo. 

Exemplo 6.29. Considere a curva y do piano definida pelo conjunto dos pontos (x,y) que 
satisfazem a condigao 

x 3 + y 3 = 4. (6.25) 

Observe que o ponto P = (1, \/?>) pertence a essa curva. Qual e a equagao da reta tangente 
a curva em P? 



Supondo que a curva pode ser descrita por uma fungao y (x) na vizinanga de P e derivando 
(6.25) com respeito a x, 

x 2 

3x 2 + 3yV = 0, istoe:, y' =--. 

y 2 


CD 2 


(V3) 2 


e a sua equagao e y 


W 




Logo, a inclinagao da reta tangente em P vale 

^3 + ^. 

79 

Lembre que quando calculamos (/ _1 y(x), na Segao 6.4.3, derivamos ambos lados da ex¬ 
pressao/(/ _1 (x)) = x, que content implicitamente a fungao/ _1 (x). Nesta segao voltaremos 
a usar esse metodo. 
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6.10. Convexidade, concavidade 


Exercicio 6.45. Calcule y' quando y e definido implicitamente pela equagao dada. 


1. y = sen(3x + y) 

2. y = x 2 y 3 + x 3 y 2 

3. x = x 2 + y 2 


4. 


x-y 


x + 2 


y+x 2 

5. x senx + y cosy = 0 

6. x cosy = sen(x + y) 


Exercicio 6.46. Calcule a equagao da reta tangente a curva no ponto dado. 

1. x 2 + (y — x) 3 = 9, P = (1,3). 3. <Jxy cos(7rxy) + 1 = 0, P = (1,1). 

2. x 2 y + y 4 = 4 + 2x, P = (-l,l). 


6.10 Convexidade, concavidade 


Vimos na Segao 6.7 que a segunda derivada de uma fungao aparece naturalmente ao es- 
tudar a aceleragao (taxa de variagao instantanea da velocidade) de uma particula. Nesta 
segao veremos qual e a interpretagao geometrica da segunda derivada. Comecemos com uma 
definigao. 


Definigao 6.2. Seja I c K um intei~valo, f : I —> M umafungao. 
1. f e convexa em I se para todo x,y e I, x < y, 

f ( x+ y ) < fW+f(y) 

2 2 


(6.26) 


2. f e concava em I se —f e convexa em I, isto e, se para todo x,y € I, x < y, 

f ( x+ y \ > /( x )+/(y) 

2 2 


(6.27) 


Observagao 6.8. Observe que / e concava se e somente se —/ e convexa. • 

Estudar a convexidade 2 de uma fungao / sera entendido como determinar os intervalos 
em que f e convexa/concava. 

Exemplo 6.30. A fungao /(x) = x 2 e convexa em R, isto e: (— tr-) 2 < x f ato ’ 

desenvolvendo o quadrado = x +2 *- v+J ; assim a desigualdade pode ser reescrita 

0 < - ~ 2x y +y } que e equivalente a 0 < ( ' x ~ y ' > . Mas essa desigualdade e sempre satisfeita, ja 
que (x — y) 2 > 0 para qualquer par x,y. o 


Exercicio 6.47. Usando as definigoes acima, mostre que 

1. g(x) = ■sfx e concava em R +J , 

2. h(x) = \e convexa em R + , concava em R_. 

2 A terminologia a respeito da convexidade pode variar, dependendo dos livros. As vezes, uma fungao 
concava e chamada de “convexa para baixo”, e uma fungao convexa e chamada de “concava para cima”... 
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Geometricamente, (6.26) pode ser interpretado da seguinte maneira: / e convexa se o gra- 
fico de / entre dois pontos quaisquer A = (x,/(x)), B = (y,f(y)), flea abaixo do segmento 


AB: 



Por exemplo, 




x 


Figura 6.1: Exemplos de fungoes convexas. 


Por outro lado, / e concava se o grafico de / entre dois pontos quaisquer A e B fica acima 
do segmento AB. Por exemplo, 



lnx 


a/1 — x 


Figura 6.2: Exemplos de fungoes concavas. 





Fagamos agora uma observagao importante a respeito do comportamento da derivada em 
relagao a convexidade. Primeiro, vemos na Figura 6.1 que para qualquer uma das fungoes, 
se x < y sao dois pontos que pertencem a um intervalo em que a derivada existe, entao 
/'(x) < f'(y). Isto e, a derivada de cada uma das fungoes convexas da Figura 6.1 e crescente. 
Do mesmo jeito, vemos que a derivada de cada uma das fungoes concavas da Figura 6.2 e 
decrescente. Como a variagao de f' e determinada a partir do estudo do sinal da derivada 
de f (quando ela existe), isto e, (/')', vemos que a concavidade/convexidade de / pode 
ser obtida a partir do estudo do sinal da segunda derivada de /, / // :=(/ / ) / : 


Teorema 6.3. Seja f tal que f'(x) e f"(x ) ambas existam em todo ponto x e I (I um inter¬ 
valo). 

1. Se /"(x) > 0 para todo x € I, entao f e convexa em I. 

2. Se f"(x ) < 0 para todo x e I, entao f e concava em I. 
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Demonstragao. Provemos a primeira afirmagao (pela Observagao 6.8, a segunda segue por 
uma simples mudanga de sinal). Para mostrar que / e convexa, e preciso mostrar que 


m < 


(6.28) 


em que x < y sao dois pontos quaisquer de I, e = e o ponto medio entre xey. 



Aplicaremos tres vezes o Teorema do valor intermediario para a derivada (Corolario 6.1): 

1) Para / no intervalo [x,z]: existe c 1 G [x,z] tal que 

/(z)-/(x) =/ / (ci)(z-x). 

2) Para / no intervalo [z,y]: existe c 2 G [z, y] tal que 

/00 -/(*) = f\c 2 ){y-z ) = / / (c 2 )(z - x). 

Subtraindo as duas expressoes acima, obtemos 2/(z)—(/(x)+/(y)) = — / / (c 1 ))(z— 

x). 3) Para f no intervalo [c ls c 2 ]: existe a G [c l5 c 2 ] tal que 

/ / (c 2 )-/ / (c 1 )=/ // (a)(c 2 -c 1 ). 

Como f"(a) > 0 por hipotese, temos / / (c 2 ) — _/ r/ (c 1 ) > 0, o que implica 2/(z) — (/(x) + 
/(y)) < 0, e prova (6.28). □ 

Exemplo 6.31. Considere /(x) = x 2 . Como / 7 (x) = (x 2 )' = 2x, e como f"(x) = (2x) ; = 
2 > 0 para todo x, o Teorema 6.3 garante que / e convexa em K, como ja tinha sido provado 
no Exemplo 6.30. 

Por outro lado, se g(x) = x 3 , entao g /7 (x) = 6x: 


X 

0 

g'Xx) 

- ( 

) + 

Conv. 

— ( 

) ^ 


Logo, (confere no grafico visto no Capitulo 2) x 3 e concava em ] — oo,0], convexa em 
[0, oo). O ponto x = 0, em que a fungao passa de concava para convexa, e chamado de 

ponto de inflexao. o 

Exemplo 6.32. Considere /(x) = lnx para x > 0. Como /'(x) = /"(x) = —^, temos 

f"(x ) < 0 para todo x. Isto e, lnx e umafungao concava, como ja foi observado na Figura 

(6.2). o 
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Exercfcio 6.48. Estude 

a convexidade das fungoes a seguir. 

Quando for possivel, monte o 

grafico. 





1. f-x 

4. l - 

X 

7. xe 3x 

10. 

x 2 

e 2 

2. — x 3 + 5x 2 — 6x 

5. xe x 

00 

1 

X 

11. 

i 

X 2 + l 

3. 3x 4 — 10x 3 —12 x 2 +10x 

6 x2+9 

°- (x—3) 2 

9. arctanx 

12. 



6.11 A Regra de Bernoulli-l’Hopital 


Vejamos agora como a derivada fornece uma ferramenta util para calcular alguns limites de 
formas indeterminados do tipo “jj”, “1°°”, tais como 


lim 

x^O 


lim 

x—>0 


tanx ■ 


lim 

x->oo \x — 1 



Os metodos apresentados ate agora nao permitem calcular esses limites. Nesta segao vere- 
mos como derivadas sao uteis para estudar limites da forma lim x ^ a quando lim x ^ a g(x) = 
0, lim x ^ a fr(x) = 0, ou quando lim x ^ a g(x) = ±oo, lim x ^ a fr(x) = ±oo. A ideia principal e 
que limites indeterminados da forma jj (ou podem, em geral, ser estudados via uma razao 
de duas derivadas. Os metodos que aproveitam dessa ideia, descritos abaixo, costumam ser 
chamados de Regra de Bernoulli-rHopital 3 (denotado por B.-H. abaixo). Comecemos com 
um exemplo elementar. 


Exemplo 6.33. Considere o limite 



mil 

x^o senx 


Ja que lim x ^ 0 e x — 1 = e° — l = 0e lim x ^ 0 sen x = sen 0 = 0, esse limite e indeterminado da 
forma jj. Mas observe que, dividindo o numerador e o denomindor por x, 



x^o senx 


e x -l 


,o 


= lim 

x—>0 


= lim 

x—>0 


X 

senx—sen 0 
x 


Dessa forma, aparecem dois quocientes bem comportados quando x —» 0. O numerador, 
tende a derivada da fungao e x em x = 0, isto e, 1. O denominador, senx ~ sen0 tende a 
derivada da fungao senx em x = 0, isto e: 1, diferente de zero. Logo, 

lim £X ~ 1 = limx ^o Hr~ = (^yix=o = 1 = 1 
x^o senx lim x ^ 0 senx ~ sen0 (senx) / | x=0 1 

o 

A ideia do exemplo anterior pode ser generalizada: 

3 Johann Bernoulli, Basileia (Suiga) 1667-1748. Guillaume Frangois Antoine, marquis de L’Hopital (1661 - 
1704). 


128 


Calculo 1, Versao 1.02 (26 de fevereiro de 2015). Sugestoes, crfticas e corregoes: sacha@mat.ufmg.br 



CAPITULO 6. DERIVADA 


6.11. A Regra de Bernoulli-rHopital 


Teorema 6.4 (Regra de Bernoulli-rHopital, Primeira versao). Sejam f, g duas fungoes deri- 
vaveis no ponto a, que se anulam em a, f(a) = g(a) = 0, e tais que existe. Entao 


, fix) f'(a) 
lim ——— = —— . 
x ^ a g(x) g'(a) 


(6.29) 


Demonstragao. Como antes, 

fW f(x)-f(a) f'(a) 

lim = lint ——-— = lim ———— = —— . 

x ^ a gi x ) x ^ a g( x ) ~ g( a ) x—>a sjx) —gH) g'(a) 

x—a 


n 


Exercicio 6.49. Calcule os limites: 

log(l+s) cost + 1 1—cos(a) senx 

lim —--, lim-, lim---—, lim —-. 

s ^o e 2s — l t—>n n — t a^osen(a+ 2 -) x 2 + 3x 

O resultado acima pode ser generalizado a situagoes em que nao existe, ou em que / 
e g nem sao delinidas em a: 


Teorema 6.5 (Regra de Bernoulli-l’Hopital, Segunda versao). 

1. Limites x — » a + : Sejam f, g duas fungoes derivaveis em (a, b), com g(x) ^ 0, 
g 7 (x) 7 ^ 0 para todo x G (a, b ). Suponha que f e g sao tais que lim x ^ a +/(x) = ±a e 
lim x ^ a+ g(x) = d -a, com a G {0, oo}. Se lim x ^ a + existir, ou sefor ±oo, entao 


lim 

x—>a + 


fix) 

gix) 



f'jx) 

g'(x )' 


(6.30) 


(Uma afirmagao equivalente pode ser formulada para x —* b .) 

2. Limites x —> oo: Sejam f, g duas fungoes derivaveis em todo x suficientemente grande, 
e tais que lim x ^ DO /(x) = ±a, lim^^ g(x) = ±a, com a G {0, oo}. Se lim x ^ DO ^ 7 ^ 
existir ou sefor ± 00 , entao 


lim 

X—>00 


fix) 

gix) 


lim 

X —>00 


f'jx) 
g'ix) ' 


(Uma afirmagao equivalente pode ser formulada para limites x —» — 00 .) 


(6.31) 


Demonstragao. Provemos somente o primeiro item. Fixe z G (a, b). Podemos definir/(a):=0, 
g(a):=0, de modo tal que a fungao E(x):=(f(z)—f(a))g(x) — (g(z) — g(a))f(x) seja conti- 
nua em [a,z] e derivavel em ( a,z ). Como F(z) = F(a), o Teorema de Rolle 6.2 garante 
a existencia de um c z G ( a,z ) tal que F ; (c z ) = 0, isto e, (/(z) — f(a.))g'(c z ) — (g(z) — 
g(a))/ / (c z ) = 0, que pode ser escrito 

fiz)-fia) _f , ic % ) 
g(z)-g(a) g'ic z )‘ 
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6.11. A Regra de Bernoulli-rHopital 


CAPITULO 6. DERIVADA 


Observe que sez^ a + , entao c z —» a + . Logo, com a mudanga de variavel y:=c z , 


V /(z) T /(z)-/(a) 

hm —— = lim —--— 

z ^a+g(z) *-»a+g(z)-g(a) 


r /'CO 

hm —-—- 

z ^ a+ g'(c g ) 


y f'(y) 

hm — 

y ^ a+ g/(y) 


o que prova a afirmagao. 


□ 


Exemplo 6.34. Considere lim^^j No Capitulo 4, calculamos esse limite da seguinte 
maneira: 



x->i x — 1 


(x-l)(x + l) 

= hm- 

x->i x —1 


= lim(x + 1 ) = 2 . 

X —>1 


Vejamos agora como esse mesmo limite pode ser calculado tambem usando a Regra de 
Bernoulli-rHopital. Como o limite e da forma lim x ^ : com /(x) = x 2 —1 e g(x) = x —1 

ambas derivaveis em ( 1 , 2 ), que g e g' nao se anulam nesse intervalo, e como lim x ^ 1+ ^ 7 ^ = 
lim x ^ 1+ y = 2, o Teorema 6.5 implica lim x ^ 1+ pp- = 2. Do mesmo jeito, lim x ^ a - = 2, 
o que implica lim x ^ 1 = 2 . o 

Observagao 6.9. A Regra de Bernoulli-rHopital (que sera as vezes abreviada "regra de B.H.") 
fornece uma ferramenta poderosa para calcular alguns limites, mas e importante sempre 
verificar se as hipoteses do teorema sao satisfeitas, e nao querer a usarpara calcular qualquer 
limite\ Tambem, ela pode as vezes se aplicar mas nao ser de nenhuma utilidade (ver o 
Exercicio 6.50). • 

As vezes, e preciso usar a regra de B.H. mais de uma vez para calcular um limite: 

Exemplo 6.35. Considere o limite lim x ^ 0 1 ~ x ° SA , ja encontrado no Exercicio 4.19. Como 
1 — cos x e x 2 ambas tendem a zero e sao derivaveis na vizinhanga de zero, as hipoteses do 
Teorema (6.5) sao satisfeitas: 


1—cosx (1 — cosx) senx 

hm ---= hm -——-= hm -. 

x—>o + x 2 x—>o + (x 2 / x—>o + 2x 


Ja sabemos que lim x ^ 0 p— = 1. Mesmo assim, sendo tambem da forma jj, esse limite pode 
ser calculado aplicando a regra de B.-H. uma segunda vez: lim x ^ 0+ pp = lim x ^ 0+ = 1. 
Logo, lim x _ >0+ ^ Como a fungao e par, o limite lateral x —» 0 e igual ao limite 

lateral x —> 0 + , logo lim x ^ 0 1 ~^° SA = \. o 

Vejamos agora um exemplo de limite x —» 00 : 

Exemplo 6.36. Considere lim x ^ DO -p (ja calculado na Segao 4.8, usando a formula do bino- 
mio de Newton). Observe que p- = 'jppj e um quociente de duas fungoes derivaveis para 
todo x > 0, e que lim x ^ DO /(x) = 00 , lim x ^ DO g(x) = 00 . Alem disso, lim^^ ^ 7 ^ 

1 1 r: 1 ... ip = 0, o que implica, pelo segundo item do Teorema 6.5, 


hm = 0 . (6.32) 

x >00 X 


o 

Vejamos em seguida um exemplo em que e necessario tomar um limite lateral: 
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CAPITULO 6. DERIVADA 


6.11. A Regra de Bernoulli-rHopital 


Exemplo 6.37. Considere lim x ^ 0+ xlnx. Aqui, consideremos /(x) = lnx e g(x) = am- 
bas derivaveis no intervalo (0,1). Alem disso, g(x) / Oe g'(x) ^ 0 para todo x e (0,1). O 
limite pode ser escrito na forma de um quociente, escrevendo xlnx = Logo, 

In x 1/x 

lim xlnx = lim —— = lim -—— = — lim x = 0, 

x—>0+ x—>0+ \ jX x—>0+—1/X 2 x—>0+ 

onde B.H. foi usada na segunda igualdade. 

Um outro jeito de calcular o limite acima e de fazer uma mudanga de variavel: se y:=1/x, 
entao x —» 0 + implica y —» + oo. Logo, 

lim x In x = lim - In \ = — lim ^, 

x— >o + y—> oo y y y—>oo y 

e ja vimos no ultimo exemplo que esse limite vale 0. o 


Exercfcio 6.50. Calcule os limites abaixo. Se quiser usar a Regra de Bernoulli-rHopital, veri- 
fique primeiro que as hipoteses sejam satisfeitas. 


1 • li m x^o+ § 


10. lim v 


2. lim 


x —x—2 
x—>2 3 x 2 —5x—2 


o 1 . m x 2 —2x+2 

x 2 +x—2 


4. lim 


x—>0 x 2 

c lim lia 

o. nm^o senx 

6 . lim 1+senx - cosx 

7. lim 

8. lim 

9. lim x ^ 0 


X— »0 X 3 

11. lim x ln(1+senx) 

12. lim v 


x-»0 x 

xsenx 


*0 l+cos(x—7l) 

13. lim x ^ 0+ jg 

14. lim x ^ 0 + x(lnx ) 2 

15. lim x ^ DO 


19. lim 


x—>oo 20x—3x 100 


30 lim ln(l+x)—ln(l—x) 
ZU ■ lim x^0 senx 


21. lim 


x->0 1 — x 2 
oo 1 . x+senx 

22,. iim x _^ 00 x 


23. lim x 

24. lim x ^ 0+ 


0 tanx 

16. 

linix- 


X 

25. 

lim x _ 

e 

tanx_ e x 

x—senx 

0 1—cosx 

3 00 

e x 

->0 

X 3 

x—senx 

0 + xsenx 

17. 

linix- 

-»0 + 

e lnx 

X 

26. 

lim x _ 

->0 + ^ 


senx—x 

18. 

lim,. 


Vx+I 

27. 

lim,. 


arctan( 


U-- 

x> _ 2 


x—1 


Varios outros tipos de limites, por exemplo indeterminagoes “1°°”, podem ser calculados 
usando o Teorema 6.5. Aqui usaremos exponenciagao. 


Exemplo 6.38. Para calcular lim x ^ 00 (^) x , que e da forma c“l 
ando 



00 ”, comecemos exponenci- 


Como x 1 —* e x e continua, lim x ^ DO (^) x = exp(lim x ^ DO x In (lembre da Segao 5.2). 
Ora, o limite lirn^oo x In ^ pode ser escrito na forma de um quociente: 


lim x In- 

x^oo x — a 


lim 

x—>oo 


In 


i 


X 


1 1 


lim 

x—>oo 


X 


x—a 

1 


lim 

X —> oo 


ax 


2 


x(x — a) 


= a. 
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6.11. A Regra de Bernoulli-l’Hdpital 


CAPITULO 6. DERIVADA 


A segunda igualdade e justificada pela regra de B.-H. (as fungoes sao derivaveis em todo x 
suficientemente grande), a ultima por uma conta facil de limite, colocando x 2 em evidencia. 
Portanto, 

lim (— — —) = exp ( lim x In — — —) = e a . 

x->oo Vx-a' ^ x—>oo X — a J 


o 


Exemplo 6.39. Considere lim x ^ 0 (cosx) 1 / x “ = exp(lim x ^ 0 ln X ° 2 S:>C ' > ). Como ln(cosx) e x 2 sao 
ambas derivaveis na vizinhanga de zero, e como 


(ln(cosx)) — tanx , senx 1 

lim--—--= lim-= — ~ lim- 

x^O ( X 2 )' x —>0 2x x^o X cosx 


1 

2 ’ 


temos 

lim(cosx) 1 ^” = e - 2 = —— . 
x - >o Je 

o 


Exercicio 6.51. Calcule: 


1. 

lim x _ 

1 

, 0+ (-v/l +x)x 

5. 

lim x _ 

, 00 (e x +x 2 )x 

9. 

1 

lini x ^oo (f — arctanxpnx 

2. 

lim x - 


6. 

lim x _ 

1 

.oo(lnx)x 

10. 

lim x ^ 0+ x x * 

3. 

lim x - 

. 0(1 + sen(2x))x 

7. 

lim x _ 

.o + (l + ^) lnx 


1 

4. 

lim x _ 

^ 0 (senx) senx 

8. 

lim x _ 

1 

+00 (xex -x) 

11. 

1 - (l+x)x —e 

lim x ^ 0 + x 


Exercicio 6.52. (Segunda prova, 27 de maio de 2011) Calcule os limites 



z + 9 y 
z — 9' ’ 


lim x lnx e _x , 

X —>00 


V2x + 1 

lim — . 

*^°° Vx- 1000 
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Capitulo 7 

Extremos e problemas de otimizagao 


Neste capitulo resolveremos varios problemas concretos de otimizagao. Basicamente, se 
tratara de definir uma fungao associada a uma situagao concreta, e de encontrar os maiores 
e menores valores tornados por ela. Primeiro, definiremos o que significa “maior/menor 
valor”, no sentido global e local. Em seguida veremos como a derivada aparece na procura 
desses valores. Nos problemas de otimizagao estudados depois, mostraremos como a Lei de 
Snell, bem conhecida em otica, pode ser obtida a partir de um problema de otimizagao. 


7.1 Extremos globais 


Definigao 7.1. Considere uma fungao f : D —» R. 

1. Um ponto i, £ D e chamado de maximo global de f se /(x) < /(x*) para todo x e D. 
Diremos entao que f atinge o seu valor maximo em x*. 

2. Um ponto x* e D e chamado de mmimo global de f se /(x) > /(x^) para todo x G D. 
Diremos entao que f atinge o seu valor mmimo em x*. 


Um problema de otimizagao consiste em achar um extremo (isto e, um minimo ou um 
maximo) global de uma fungao dada. 

Exemplo 7.1. A fungao /(x) = x 2 , em D = [—1,2], atinge o seu minimo global em x = 0 e 
o seu maximo global em x = 2. Observe que ao considerar a mesma fungao /(x) = x 2 com 
um dominio diferente, os extremos globais mudam. Por exemplo, com D = [|, |], / atinge 
o seu minimo global em x = e o seu maximo global em x = |. 

A max. 

D = il 


2 2 




O 
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CAPITULO 7. EXTREMOS E PROBLEMAS DE OTIMIZACAO 


Exemplo 7.2. Considere/(x) = y — x em [—a/3, a/ 3]. Pelo grafico do Exercfcio 6.32, vemos 
que / atinge o seu maximo global em x = —1 e o seu minimo global em x = +1. o 

Uma fungao pode nao possuir mlnimos e/ou maximos, por varias razoes. 

X 2 

Exemplo 7.3. /(x) = e~ 2 (lembre do Exercfcio 6.32) em K possui um maximo global em 
x = 0: 



Mas / nao possui ponto de minimo global. De fato, a fungao e sempre positiva e tende a zero 
quando x —> ± 00 . Logo, escolhendo pontos x sempre mais longe da origem, consegue-se 
alcangar valores sempre menores, nao nulos: nao pode existir um ponto x* em que a fungao 
toma um valor menor ou igual a todos os outros pontos. o 

Exemplo 7.4. A fungao /(x) = em D = [0,1) possui um minimo global em x = 0: 


min. 



Mas, como x = 1 e assfntota vertical, / nao possui maximo global: ao se aproximar de 1 
pela esquerda, a fungao toma valores arbitrariamente grandes. o 

Exemplo 7.5. Uma fungao pode tambem ser limitada e nao possuir extremos globais: 


/(*):= 


X 

se 0 < x < 1, 

0 

se x = 1, 

x — 2 

se 1 < x < 2 . 



o 

Os tres ultimos exemplos mostram que a nao-existencia de extremos globais para uma 
fungao definida num intervalo pode ser oriundo 1) do intervalo nao ser limitado (como no 
Exemplo 7.3) ou nao fechado (como no Exemplo 7.4), 2) da fungao nao ser continua (como 
no Exemplo 7.5). O seguinte resultado garante que se a fungao e continua e o intervalo 
fechado, entao sempre existem extremos globais. 


Teorema 7.1. Sejam a < b, e f uma fungao continua em [ a,b ]. Entao f possui (pelo menos) 
um minimo e (pelo menos) um maximo global em [a, b]. 
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CAPITULO 7. EXTREMOS E PROBLEMAS DE OTIMIZACAO 


7.2. Extremos locais 


Exercicio 7.1. Para cadafungao f : D —> K a seguii; verifique se as hipoteses do Teorema 7.1 
sao satisfeitas. Em seguida, procure os pontos de minimo/maximo global (se tiver). 


1 . /(x) = 3 , D = M. 

2. /(x) = lnx, D = [1, oo) 

3 . /(x) = e~ x em R + 

4. /(x) = |x-2|,D = (0,4) 

5. /(x) = |x-2L D = [0,4] 

6. /(x)=|x 2 -l| + |x|-l,D = [-§,§] 

7. /(x)=^-x, D = [-2,2] 


8. /(x) = ^-x, D = [-l,l] 


9. /(x) = 


x 

(x — 3) 2 


se x G [0,2), 
se x G [2,4]. 


10. /(x) = 


x 

(x —3) 2 +1 


se x G [0,2), 
se x G [2,4]. 


11. /(x) = xs em K 


12. /(x) = senx em R 


7.2 Extremos locais 


Definigao 7.2. Considere umafungao real f. 

1. Um ponto x, G D e chamado de maximo local de f se existir um intervalo aberto J3x, 
tal que /(x) < f(xj para todo x G I. 

2. Um ponto x* G D e chamado de minimo local de f se existir um intervalo aberto I3x, 
tal que /(x) > /(x*) para todo x G 7. 


global 



Figura 7.1: Uma funcao com um maximo global em x 1 e um maximo local em x 2 . 

Observe que um ponto de maximo (resp. minimo) global, quando pertencente ao interior 
do dominio, e local ao mesmo tempo. Vejamos agora como que extremos locais podem ser 
encontrados usando derivada. 


Teorema 7.2. Seja f umafungao com um maximo (resp. minimo) local em x*. Se f e derivavel 
em x, entao f'(x *) = 0. 


Demonstragao. Seja x* um maximo local (se for minimo local, a prova e parecida). Isto e, 
/(x) < /(xj para todo x suficientemente perto de x + . Como f'(x M ) existe por hipotese, 
podemos escrever /'(x*) = lim x ^ x + Mas aqui x — x^ > 0, e como x^ e maximo 

local, /(x)—/(x # ) < 0. Portanto, f'(xj < 0. Por outro lado, podemos escrever/'(x^) = 


135 


Calculo 1, Versao 1.02 (26 de fevereiro de 2015). Sugestoes, criticas e corregoes: sacha@mat.ufmg.br 
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CAPITULO 7. EXTREMOS E PROBLEMAS DE OTIMIZACAO 


lim x ^ x - . Aqui, x —x* < 0, e/(x)—/(xj < 0, logo/^xj > 0. Consequentemente, 

fix *) = o. * n 

O resultado acima permite achar candidatos a pontos de mmimo/maximo local. Vejamos 
alguns exemplos. 

Exemplo 7.6. Considere f(x) = 1 — x 2 , que e obviamente derivavel. Logo, sabemos pelo 
Teorema 7.2 que qualquer extremo local deve anular a derivada. Como f'(x) = —2x, e 
como f / (x) = 0 se e somente se x = 0, o ponto x = 0 e candidato a ser um extremo local. 
Para determinar se de fato e, estudemos o sinal de f'(x), e observemos que f'(x) > 0 se 
x < 0, f'(x) < 0 se x > 0. Logo, / cresce antes de 0, decresce depois: x = 0 e um ponto 
de maximo local: 


Observe que podia tambem calcular /"(x) = —2, que e sempre < 0, o que implica que / e 
concava, logo x = 0 so pode ser um maximo local. A posigao do maximo local no grafico de 
/e(0,/(0)) = (0,l). o 

Observagao 7.1. No exemplo anterior, localizamos um ponto onde a primeira derivada e 
nula, e em seguida usamos o teste da segunda derivada: estudamos o sinal da segunda 
derivada neste mesmo ponto para determinar se ele e um minimo ou um maximo local. • 
Exemplo 7.7. Considere /(x) = x 3 , derivavel tambem. Como /'(x) = 3x 2 , x = 0 e candi¬ 
dato a ser ponto de minimo ou maximo local. Ora, vemos que /'(x) > 0 para todo x, logo 
f nao muda de sinal em x = 0. Portanto esse ponto nao e nem minimo, nem maximo. o 
Exemplo 7.8. Afun 9 ao/(x) = |x| possui um minimo local (que tambem e global) emx = 0. 
Observe que esse fato nao segue do Teorema 7.2, ja que / nao e derivavel em zero. o 

Exemplo 7.9. Considere /(x) = — y, que e derivavel em todo x. Como /'(x) = x 3 —x = 

x(x 2 — 1), as solugoes de / 7 (x) = 0 sao x = —1, x = 0, x = +1. A tabela de variagao 
ja foi montada no Exercicio 6.32. Logo, x = —1 e x = +1 sao pontos de minimo local 
(posigoes: (—1,/(—1)) = (—1,—|) e (+l,/(+l)) = (+1,—|)), e x = 0 e maximo local 
(posigao: (0,0)). o 

Exercicio 7.2. Para cadafungao abaixo (todas sao derivaveis), determine os extremos locais 
(se tiver). 


1. 

2x 3 + 3x 2 — 12x + 5 

A x2+1 

^• x 2 +x + l 

7 x 

7 - l+x 2 

2. 

2x 3 + x 

5. e“^ 

8. x x , x > 0 

3. 

X 4 , X 3 

4 ' 3 

6. xe~ x 

9. x(lnx) 2 , x > 0 


Exercicio 7.3. Determine os valores dos parametros a e b para que f (x) = x 3 + ax 2 + b tenha 
um extremo local posicionado em (—2,1). 
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CAPITULO 7. EXTREMOS E PROBLEMAS.DE fMMdl'EAiSAtOtrcmos em intervalos fechados 


Exercicio 7.4. A energia de interagao entre dois atomos (ou moleculas) a distancia r > 0 e 
modelizado pelo potencial de Lennard-Jones a : 

VCD = 4 e{(^f-(7) 6 }. 

onde e e cr sao duas constantes positivas. 

1. Determine a distancia r 0 tal que o potencial seja zero. 

2. Determine a distancia r * tal que a interagao seja minima. Existe maximo global? Deter¬ 
mine a variagao e esboce V. 

“Sir John Edward Lennard-Jones (27 de outubro de 1894 - 1 de novembro de 1954). 


7.3 A procura de extremos em intervalos fechados 

Daremos agora o metodo geral para determinar os extremos globais de uma fungao / : 
[a, b] —» K. Suporemos que / e contmua; assim o Teorema 7.1 garante que os extremos 
existem. 

Vimos que extremos locais sao ligados, quando / e derivavel, aos pontos onde a derivada 
de / e nula. Chamaremos tais pontos de pontos criticos. 


Definigao 7.3. Seja f : D —> K. Um ponto a e D e chamado de ponto critico de f se a 
derivada de f nao existe em a, ou se ela existe e e nula: f'{a) = 0. 


Por exemplo, a = 0 e ponto critico de /(x) = x 2 , porque f'( 0) = 0. Por outro lado, a = 0 
e ponto critico da fungao /(x) = |x|, porque / nao e derivavel em zero. 

As vezes, os extremos sao ligados a pontos criticos mas vimos que eles podem tambem se 
encontrar naji'onteira do intervalo considerado (como nos Exemplos 7.3 e 7.1). Logo, o 
procedimento para achar os valores extremos de / eo seguinte: 

Seja f umafungao contmua no intervalo fechado e limitado [a, b]. Os extremos globais de 
f sao determinados da seguintes maneira: 

• Procure os pontos criticos x 1 ,x 2 ,...,x n de f contidos em ( a,b ) (isto e, em [ a,b ] mas 
diferentes de a e de b). 

• Olhe f na fi'onteira do intervalo, calcule / (a), /(b). 

• Considere a lista {/(a),/(b),/(x 1 ),... ,/(x n )}. O maior valor dessa lista da o maximo 
global; o menor da o mmimo global. 

Exemplo 7.10. Procuremos os extremos globais da fun^ao /(x) = 2x 3 — 3x 2 — 12x no 
intervalo [—3,3], Como esse intervalo e fechado e que / e contmua, podemos aplicar o 
metodo descrito acima. Os pontos criticos sao solugao de //x) = 0, isto e, solugao de 
6(x 2 + x — 2) = 0. Assim, / possui dois pontos criticos, x : = — 1 e x 2 = +2, e ambos 
pertencem a (—3,3). Observe tambem que /(x x ) = /(—1) = +7, e /(x 2 ) = /(2) = —20. 
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Agora, na fronteira do intervalo temos /(—3) = —45, /(+3) = —9. Assim, olhando para os 
valores {/(—3),/(+3),/(—1),/(+2)}, vemos que o maior e /(—1) = +7 (maximo global), 
e o menor e /(—3) = —45 (minirno global). (Essa fungao ja foi considerada no Exercicio 
6.32.) o 

Exemplo 7.11. Procuremos os extremos globais da fungao /(x) = x 2//3 no intervalo [—1,2], 
Se i ^ 0, entao f\x) existe e e dada por f'{x) = |x -1 ^ 3 . Em x = 0, / nao e derivavel 
(lembre do Exemplo 6.4). Logo, o unico ponto critico de / em (—1,2)ei = 0. Na fronteira, 
/(—1) = 1, /(2) = v^4. Comparando os valores {/(—1),/(2),/(0)}, vemos que o maximo 
global e atingido em x = 2 e o minimo local em x = 0: 


max. 



o 

Os exercicios relativos a essa segao serao incluidos na resolugao dos problemas de otimi- 
zagao. 


7.4 Problemas de otimizat^ao 


Exemplo 7.12. Dentre os retangulos contidos debaixo da parabola y = 1 — x 2 , com o lado 
inferior no eixo x, qual e que tem maior area? Considere a familia dos retangulos inscritos 
debaixo da parabola: 



Fixemos um retangulo e chamemos de x a metade do comprimento do lado horizontal. 
Como os cantos superiores estao no grafico de y = 1 — x 2 , a altura do retangulo e igual a 
1 — x 2 . Portanto, a area em fungao de x e dada pela fungao 

A(x) = 2x(l — x 2 ). 

Observe que A tem dominio [0,1] (o menor lado horizontal possivel e 0, o maior e 2). Para 
achar os valores extremos de A, procuremos os seus pontos criticos em (0,1), solugoes de 
A ; (x) = 0. ComoA'(x) = 2 —6x 2 , o unico ponto critico ex, = A=. O estudo do sinal mostra 
que x* e um ponto de maximo local de A. Como A(0) = 0 eA(l) = 0, o maximo global e 
atingido em x* mesmo. Logo o retangulo de maior area tem largura 2x* ~ 1.154 e altura 
1-x 2 = | = 0.666.... o 

O metodo usado neste ultimo exemplo pode ser usado na resolugao de outros problemas: 

1. Escolher uma variavel que descreve a situagao e os objetos envolvidos no problema. 
Determinar os valores possiveis dessa variavel. 
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2. Montar uma fungao dessa variavel, que represente a quantidade a ser maximizada (ou 
minimizada). 

3. Resolver o problema de otimizagao correspondente, usando as ferramentas descritas 
na Segao 7.3. 

Exercicio 7.5. Qual e o retangulo de maior area que pode ser inscrito 

1. em um rirculo de raio R? 

2. no triangulo determinado pelas tres retas y = x, y = —2x + 12ey = 0? 

Exercicio 7.6. (Segunda prova, Segundo semestre de 2011) Considere a familia de todos os 
triangulos isosceles cujos dois lados iguais tern tamanho igual a 1 : 



Qual desses triangulos tern maior area? 

Exercicio 7.7. Dentre todos os retangulos de perimetro fixo igual a L, qual e o de maior area? 

Exercicio 7.8. Uma corda de tamanho L e cortada em dois pedagos. Com o primeiro pedago, 
faz-se um quadrado, e com o segundo, um drculo. Como que a corda deve ser cortada para que 
a area total (quadrado + drculo) seja maxima? minima? 

Exemplo 7.13. Qual e o ponto Q ¥ da reta y = 2x que esta mais proximo do ponto P = (1,0)? 



Se Q = (x,y) e um ponto qualquer do piano, entao 

d(Q,P ) = y/(x-l) 2 + y 2 . 

Mas se Q pertence a reta, entao y = 2x e podemos escrever a distancia em fungao da variavel 
x so: d(Q,P) = /(x), onde 

/ (x) = yj (x — l ) 2 + (2x ) 2 = V 5x 2 — 2x + 1 

e a fungao que queremos minimizar. Como Q pode se mover na reta toda, / tern K como 
dominio. Como / e derivavel e f\x ) = 0 se e somente se x = |, e como d e convexa 
(d"(z) > 0 para todo z), o ponto de abcissa x = ^ e um ponto de minimo global de d. Logo, o 
ponto procurado e Q* = (^, 5 ). Observe que a inclinagao do segmento Q*P e igual a — ^ '■ ele e 
perpendicular a reta, como era de se esperar (sabemos desde o curso de geometria elementar 
que o caminho mais curto entre um ponto P e uma reta e o segmento perpendicular a reta 
passando por P). o 
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Exercicio 7.9. Qual e o ponto Q* da parabola y = x 2 cuja distancia a P = (10,2) e minima? 


Exercicio 7.10. Considere os pontos A = (1,3), B = (8,4). Determine o ponto C do eixo x, 
tal que o perimetro do triangulo ABC seja minimo. 


Exercicio 7.11. Seja r a a reta tangente ao grafico dafuncao f{x) = 3— x 2 , no ponto (a,/(a)), 
a / 0. Seja 77 a o triangulo determinado pela origem e pelos pontos em que r a corta os eixos de 
coordenada. Determine o(s) valores de a para os quais a area de 77 a e minima. 


Exercicio 7.12. Considere um ponto P = (a, b) fixo no primeiro quadrante. Para um ponto 
Q no eixo x positivo, considere a area do triangulo determinado pelos eixos de coordenadas e 
pela reta que passa por P e Q. Ache a posigdo do ponto Q que minimize a area do triangulo, e 
de o valor dessa area. 

Exercicio 7.13. Qual e o triangulo isosceles de maior area que pode ser inscrito dentro de um 
disco de raio R? 

Exercicio 7.14. Sejam x 1 ,...,x n os resultados de medidas repetidas feitas a respeito de uma 
grandeza. Procure o numero x que minimize 

n 

o-oo = S x-x; ) 2 - 

;=i 

Exercicio 7.15. Uma formiga entra no cinema, e ve que o telao tern 5 metros de altura e esta 
afixado na parede, 3 metros acima do chao. A qual distancia da parede a formiga deve ficar 
para que o angulo sob o qual ela ve o telao seja maximo? (Vide: Exercicio 2.35.) 

Consideremos alguns exemplos de problemas de otimizagao em tres dimensoes: 

Exemplo 7.14. Qual e, dentre os cilindros inscritos numa esfera de raio R, o de volume ma- 
ximo? Um cilindro cuja base tern raio r, e cuja altura e h tern volume V = nr 2 h. Quando o 
cilindro e inscrito na esfera de raio R centrada na origem, r eh dependem um do outro: 


r 2 + (|) 2 =R 2 



Assim, V pode ser escrito como fungao de uma variavel so. Em fungao de r, 

V(r) = 2nr 2 VR 2 — r 2 , re[0,R], 


ou em fungao de h\ 

V(h) = nh(R 2 -§), he[0,2R]. 
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7.5. A Lei de Snell 


Para achar o cflindro de volume maximo, procuremos o maximo global de qualquer uma 
dessas fungoes no seu dominio. Consideremos por exemplo V(r). Como V e derivavel em 
( 0 , 1 ?), temos 


_ c /— -- 9 — r i 2R 2 — 3r 2 

V (r) = 2n\ 2rvR 2 — r 2 + r 2 — [ = 2nr . 

1 VR 2 _ r 2 J VR 2 - r 2 

Portanto, V'(r) = 0 se e somente se r = 0 ou 2 R 2 — 3r 2 = 0. Logo, o unico ponto critico de 
V em (0,1?) er,= y/2/3 R 0.82 R). Estudando o sinal de V' obtemos a variagao de V: 


r 

1 / 2 J 3 R 

nr) 

+ 0 — 

Variag. 
de V 

^ max. ^ 


Na fronteira do intervalo [0,1?], V(0) = 0 e V(R) = 0. Logo, V atinge o seu maximo global 
em r*. Portanto, o cilindro com volume maximo que pode ser inscrito numa esfera de raio 
R tern base com raio r*, e altura h * = 2 ^R 2 — r 2 = -j=R (~ 1.15R). o 

Exercicio 7.16. Qual e, dentre os cilindros inscritos em um cone de altura H e base circular 
de raio R, o de volume maximo? 

Exercicio 7.17. (Segunda prova, 27 de maio de 2011) Considere um cone de base circular, 
inscrito numa esfera de raio R. Expresse o volume V do cone em funcao da sua altura h. De o 
dommio de Vlfi) e ache os seus pontos de mmimo e maximo globais. De as dimensoes exatas 
do cone que tern volume maximo. 

Exercicio 7.18. De todos os cones que contem uma esfera de raio R, qual tern o menor volume? 

Exercicio 7.19. Uma caixa retangular efeita retirando quatro quadrados dos cantos de uma 
folha de papelao de dimensoes 2 m x 1 m, e dobrando os quatro lados: 



l 



_ 1 _ 



Qual deve ser o tamanho dos quadrados retirados para maximizar o volume da caixa obtida? 

7.5 A Lei de Snell 

Considere uma particula que evolui na interface entre dois ambientes, 1 e 2 (veja a figura 
abaixo). Suponhamos que num ambiente dado, a particula anda sempre em linha reta e 
que a particula evolui no ambiente 1 com uma velocidade constante v 1 e no ambiente 2 
com uma velocidade constante v 2 . Suponhamos tambem que a particula queira viajar de 
um ponto A no ambiente 1 para um ponto B no ambiente 2; qual estrategia a particula deve 
adotar para minimizar o seu tempo de viagem entre Ae B? 
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E claro que se v 1 = v 2 , a partfcula nao precisa se preocupar com a interface, e pode andar 
em linha reta de A ate B. Mas se porventura v 1 < v 2 , a partfcula precisa escolher um ponto 
C na interface entre 1 e 2, mais perto de A do que de B, andar em linha reta de A ate C, 
para depois andar em linha reta de C ate B. O problema e de saber como escolher C, de 
maneira tal que o tempo total de viagem seja mfnimo. Modelemos a situagao da seguinte 
maneira: 



A nossa variavel sera x, a distancia entre C e a projegao de A na horizontal. Quando x e 
frxo, a distancia de A ate C e dada por d 1 = y/h\ + x 2 , e a distancia de C ate B e dada por 
d 2 = y/h 2 + (L — x) 2 . Indo de A ate C, a partfcula percorre a distancia d 1 em um tempo 
t 1 = e indo de C ate B, percorre a distancia d 2 em um tempo t 2 = Logo, o tempo 
total de viagem de A ate Bede T = t x + t 2 . Indicando explicitamente a dependencia em x, 

y/hl + x 2 y/hl + (L-x) 2 
T(x) = — — -+ - 

Vi v 2 

Assim, o nosso objetivo e achar o mmimo global dafungao T(x), para x e [0, L], Comecemos 
procurando os pontos crfticos de T em (0, L), isto e, os tais que = 0, isto e, 


Vi y/h-l + x* v 2 y/hj + (L-xJ 2 

Essa equagao e do quarto grau em x^. Pode ser mostrado que a sua solugao existe, e unica, 
e da o mfnimo global de T em [0,L], Em vez de buscar o valor exato do x*, daremos 
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7.5. A Lei de Snell 


uma interpretagao geometrica da solugao. De fato, observe que em (7.1) aparecem dois 
quocientes que podem ser interpretados, respectivamente, como os senos dos angulos entre 
AC e a vertical, e BC e a vertical: 

** L-x* _ n 

= sen 9 1 , —= sen 9 2 . 

i + x * y/h 2 2 + (L-x J 2 

Portanto, vemos que o minirno de T e atingido uma vez que os angulos 9 1 e 0 2 sao tais que 




sen 9 1 v 1 
sen 9 2 v 2 


Em otica, quando um raio de luz passa de ambiente 1 para um ambiente 2, observe-se um 
desvio ao atravessar a interface; 9 1 e chamado o angulo de incidencia, 9 2 o angulo de 
refragao. O angulo de refragao depende das propriedades dos ambientes 1 e 2 via v 1 e v 2 , 
e a relagao acima e chamada a Lei de Snell 

No exemplo acima nao obtivemos um valor explicito para o que minimize o tempo de 
viagem de A ate B, mas aprendemos alguma coisa a respeito dos angulos 9 1 e 9 2 . Em alguns 
casos particulares, x* pode ser calculado explicitamente: 

Exercicio 7.20. Um ponto Aflutuando a h metros da praia precisa atingir um ponto B situado 
na beirada da agua, a L metros do ponto da praia mais perto de A Supondo que A se move na 
agua com uma velocidade v 1 e na areia com uma velocidade v 2 > v v elabore uma estrategia 
para que A atinja B o mais rapido possivel. E se v 1 < v 2 ? 


Exercicio 7.21. Uma particula parte de um ponto A para atingir o mais rapido possivel um 
ponto B situado do outro lado de uma piscina redonda: 



Se A nada com uma velocidade de 2km/h e anda com uma velocidade de A-km/h, sera que e 
melhor 1) dar a volta toda andando, 2) usar o caminho mais direto, atravessando a piscina 
nadando, 3) adotar uma outra estrategia? 


^illebrord Snellius van Royen, Leiden, 1580 - 1626. 


143 


Calculo 1, Versao 1.02 (26 de fevereiro de 2015). Sugestoes, criticas e corregoes: sacha@mat.ufmg.br 





7.5. A Lei de Snell 


CAPITULO 7. EXTREMOS E PROBLEMAS DE OTIMIZACAO 


Exercfcio 7.22. Considere a esquina do corredor em formato de L representado na figura 
abaixo (suponha-se que o corredor e infinitamente extenso nas direcoes perpendiculares). Qual 
e o tamanho £ da maior vara rigida que pode passar por esse corredor? 


L 
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Capitulo 8 

Estudos de Fungoes 


Neste capitulo juntaremos as tecnicas desenvolvidas anteriormente para estudar/unpoes. Ja 
estudamos algumas fungoes em bastante detalhes no ultimo capitulo, ao resolver problemas 
de otimizagao. 

Antes de estudar casos particulares, faremos mais dois comentarios sobre o comportamento 
de uma fungao quando x —» ±oo. 

8.1 Sobre o crescimento das fungoes no oo 

E importante se lembrar, ao estudar fungoes, de quais sao os comportamentos das fun- 
goes fundamentals (polinomios, exponenciais e logaritmos) que tendem ao infinito quando 
x —» oo. 

Para comegar, ja vimos na Segao 4.8 (ou no item (16) do Exercicio 6.50) que 

, x 
lim — = 0. 

x —* oo e x 

Pode tambem ser mostrado que para qualquer p > 0, 

x p 

lim—= 0. (8.1) 

x—>oo e x 

Podemos resumir esse fato da seguinte maneira: seja P(x) um polinomio cujo coeficiente 
de grau maior e positivo. Entao P(x) / oo ee 1 / 00 , rnas 


P(x) < e x , quando x —» oo . 


O simbolo “<C” e usado para significar: “e muito menor que”. Em palavras: no infinito, o 
crescimento exponencial e muito mais rdpido que qualquer crescimento polinomial. 


Vimos tambem que 


, lnx 
lim - 

x->oo x 


= 0 , 


lim 

x—>oo 


(lnx) 2 

x 


= 0, 
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e pode ser mostrado (veja exercicio abaixo) que para qualquer p > 0 e qualquer q > 0, 

(lnx) p 


lim 

X —> oo 


X? 


0. 


(8.2) 


Como x q pode tambem ser trocado por qualquer polinomio P(x) (supondo que o coeficiente 
do seu termo de grau maior e positivo), esse fato costuma ser resumido da seguinte maneira: 

(lnx) p <C P(x), quando x —> oo . 

Isto e: (lnx) p f oo, e P(x) f oo quando x —» oo, mas o crescimento polinomial e muito 
mais rapido que qualquer crescimento logaritmico. 

Exercicio 8.1. Mostre que para qualquer p > 0, e q > 0, liim^^ y = 0. 

Assim, quando x —> oo, a hierarquia entre logaritmo, polinomio e exponencial e 


(lnx) p <P(x)<e x . 


(8.3) 


Exercicio 8.2. Mostre que para qualquer p > 0, lim^^ 


Exercicio 8.3. Estude os seguintes limites 



7 lim x 1000 +e - * 

l. mii Y _^ 00 x ioo +e x 

5. 

lim 

0 lim e<ln * )2 

a. 2x 

6. 

lim 

3. lim x ^ 00 (x 3 -(lnx) 5 -^) 

7. 

lim 

4. lim^ X lnx e~ x/2 

8. 

lim 



X 

e (lnx ) 2 

X >00 gVlnx 

In(ln(ln(x))) 


x^oo ln(ln(x)) 

r ^/GtixP+i _ 1 

x—>oo ^ i 


8.2 Assmtotas oblfquas 

A nogao de assmtota permitiu obter informagoes a respeito do comportamento qualitative 
de uma fungao longe da origem, em diregoes paralelas aos eixos de coordenadas: ou hori¬ 
zontal, ou vertical. 


Veremos nesta segao que existem fungoes cujo grafico, longe da origem, se aproxima de 
uma reta que nao e nem vertical, nem horizontal, mas obliqua, isto e de inclinagao finita e 
nao nula. Comecemos com um exemplo. 

Exemplo 8.1. Considere a fungao /(x) = E claro que esta fungao possui a reta x = 0 
como assmtota vertical, ja que 


lim 

x—>0+ 


x 3 + l 
2x 2 


= +oo, 


lim 

x^0- 


x 3 + l 
2x 2 


= +oo . 


Por outro lado, / nao possui assmtotas horizontais, ja que 


,. x 3 +1 x 3 +1 

hm -= +oo , hm - =—oo. 

x—>+oo 2x 2 x—>—oo 2x 2 
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Apesar de nao possuir assfntota horizontal, vemos que longe da origem, o grafico parece se 
aproximar de uma reta de inclinagao positiva. Como determinar essa reta? 

Para comegar, demos uma ideia do que esta acontecendo. Observe primeiro que = 
| + 272 . Logo, quando x for grande, a contribuigao do termo ^ e desprezfvel em relagao a 
|, e /(x) e aproximada por 

Ora, a fungao x >—> § e uma reta de inclinagao De fato, esbogando o grafico de / junto 
com a reta y = |: 



Podemos agora verificar que de fato, quando x —» oo, a distancia entre o grafico de f e a 
reta y = | tende a zero: 


lim |/(x) - f | = lim |(| + ^) - f 


lim 2x2 

x —>oo 


0 . 


(8.4) 


Portanto, a reta y = | e chamada de assmtota obliqua da fungao / . o 

O exemplo anterior leva naturalmente a seguinte definigao: 

Definigao 8.1. A reta de equagao y = mx + h e chamada de assmtota obliqua para f se 
pelo menos um dos limites ababco existe e e nulo: 

lim |/(x) — (mx + h)|, lim |/(x) — (mx + h)\. 

x —>+oo 1 1 x—>—oo 1 1 

0Obs: quando m = 0, essa definigao coincide com a de assmtota horizontal.) 

Como saber se uma fungao possui uma assmtota obliqua? E se ela tiver uma, como identi- 
ficar os coeficientes me/i? 
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Para comegar, observe que h pode ser obtido a partir de m, ja que 

lim {/(x) — (mi + h)\ = lim {(/(x) — mx) — h\ 

x—>±oo 1 J x—>±oo 1 J 

e zero se e somente se 

h= lim {/(x)-mx}. (8.5) 

x—>±oo 

Para identificar m, podemos escrever 

lim {/(x)-(mx +h)} = lim x-{^-(m + |)}, 

x—>±oo x—>±oo 

e observar que para este ultimo limite existir e ser igual a zero quando x —» ±oo, e neces- 
sario que lim x ^ ±00 {—^ — (m + |)} = 0. Como ^ —> 0, isso implica que 

r ro ^ 

m = lim -. ( 8 . 6 ) 

x > oo x 

Assim, vemos que se / possui uma assintota obliqua, esta tern uma inclinagao dada por 
( 8 . 6 ), e uma abcissa na origem dada por (8.5). Por outro lado, e claro que se os dois limites 
em ( 8 . 6 ) e (8.5) existirem e forem ambos finitos, entao / possui uma assintota obliqua dada 
por y — mx + h. E claro que os limites x —■> +oo precisam ser calculados separadamente, 
pois uma fungao pode possuir assmtotas obliquas diferentes em +oo e — oo. 


Voltando para o Exemplo 8.1, temos 


m 


lim 

x—>±oo 


/to 


lim 

x—>±oo 


X J + 1 

2x 2 


X 3 + 1 

urn -— 

X OO 2x 3 




X—OO 


e, como ja visto anteriormente, 


h= lim {/(x)-£x}= lim A = 0. 


x—>±oo 


X —OO 


1 

2 ’ 


Logo, y = |x + 0 e assintota obliqua. Vejamos como usar o criterio acima em outros exem- 
plos. 

Exemplo 8.2. Considere /(x) = Vx 2 + 2x. Primeiro, tentaremos procurar uma inclinagao. 
Pela presenga da raiz quadrada, cuidamos de distinguir os limites x —» — oo ex—> — oo: 


lim 


/to 


x—>+oo x 


Em seguida calculemos 


V x 2 + 2x 

lim - 

x—>+oo x 



x—>+oo x 


I - Z.X 

lim {/(x) — (+l)x| = lim {vx 2 + 2x —x}= lim - - 

x^oo x >+oo x^+oo Vx 2 + 2 x+x 

2 

= lim , -= 1. 

" +0 ° /i+I +1 

Assim, / possui a assintota obliqua y = x + 1 em +oo. Refazendo contas parecidas para 
x —> —oo, obtemos 


lim ^ ^ = —1, e lim {/(x) — (—l)x} = — 1, 

X —>—OO X x—^—oo 

logo / possui a assintota obliqua y = —x — 1 em — oo. De fato (observe que / tern dominio 
D = (-oo,-2] U[0,+oo)), 
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CAPITULO 8. ESTUDOS DE FUN COES 


8.3. Estudos de fungoes 



Exemplo 8.3. Considere /(x) = x + y/x, definida somente se x > 0. Entao 

lira Ed - l im {l + 71} = 1 . 

x—>oo x x—>oo L X J 

Mas, como 

lim {/(x) —x}= lim yfx = oo , 

X—> OO X—>00 

vemos que / nao possui assfntota obliqua (apesar de lim^oo —^ existir e ser finita). o 

Exercicio 8.4. Determine quais das fungoes abaixo possuem assmtotas (se tivei; calcule-as). 

1. 4x — 5 4. ln(x 6 + l) 7. ln(coshx) 

2. x 2 5. ln(l + e x ) 

3. ^ 6. A 2 -lnx 8. e ^ ilnx)2+1 

Exercicio 8.5. Se umafungao possui uma assmtota obliqua y = mx + h em +oo, e verdade 
que / 7 (x) = m? 


8.3 Estudos de fui^oes 

Podemos agora juntar as tecnicas conhecidas para estabelecer um roteiro para o estudo 
complete de uma fun<;ao /: 

• Para comegar, encontrar o dommio de /. O dominio precisa ser especificado para 
evitar divisoes por zero e raizes (ou logaritmos) de numeros negativos. A fungao 
podera depois ser estudada na vizinanga de alguns dos pontos que nao pertencem ao 
dommio, caso sejam associados a assmtotas verticais. 

• Se for possivel (e nao sempre e), estudar os zeros e o sinal de f. 

• Determinar se / possui algumas simetrias, via o estudo da paridade: f e par se 
/(—x) = /(x), impar se /(—x) = —/(x). 


149 


Calculo 1, Versao 1.02 (26 de fevereiro de 2015). Sugestoes, criticas e corregoes: sacha@mat.ufmg.br 



8.3. Estudos de fungoes 


CAPITULO 8. ESTUDOS DE FUNCOES 


• Estudar o comportamento assfntotico de /, isto e, /(x) quando x —> ±oo (se o domf- 
nio o permite). Se um dos limites lim x ^ ± 00 /(x) existir (esses limites podem precisar 
da regra de Bernoulli-l’Hopital), entao a fungao possui uma assmtota horizontal. Lem- 
bre que pode ter assmtotas horizontais diferentes em +oo e — oo. Se um dos limites 
lim x ^ DO /(x) for infinito, podera procurar saber se existem assmtotas obliquas, como 
descrito na Segao 8.2. 

• Procurar pontos na vizinhanga dos quais /(x) toma valores arbitrariamente grandes, 
isto e: assmtotas verticals. Calculando os limites laterais lim x ^ a+ /(x) e lim x ^ a -/(x) 
nos pontos a perto dos quais / nao e limitada. Isto acontece em geral perto de uma 
divizao por zero, ou quando a variavel de um logaritmo tende a zero. 

• Estudar a primeira derivada de / (se existir). Em particular, procurar os pontos criticos 
de f. Deduzir a variagao de / via o estudo do sinal de f. Determinar os pontos de 
minimo e maximo, locais ou globais. 

• Estudar f" e a convexidade/concavidade de /, via o sinal de f". O sinal de f" nos 
pontos criticos (se tiver) permite determinar quais sao mmimos/maximos locais. Os 
pontos de inflexao sao aqueles onde / passa de convexa para concava, ou o contrario. 

• Juntando essas informagoes, montar o grafico de /. Por exemplo, se f e par, o gra- 
fico e simetrico com respeito ao eixo y. Para montar um grafico completo, pode ser 
necessario calcular mais alguns limites, por exemplo para observar o comportamento 
da derivada perto de alguns pontos particulares. 

Exemplo 8.4. Comecemos com /(x) = cujo dominio eD = R\ {l}. A fungao se anula 
no ponto x = — 1 , e o seu sinal e dado por: 


Valores de x: 

-1 1 

x + 1 

0 + 

+ 

1 -x 

+ + ( 

) 

fix) 

0 + 

— 


(A dupla barra em x = 1 e para indicar que / nao e definida em x = 1.) A fungao nao e 
nem par, nem impar. Como 


lim i±i= lim ri 

:^±C» \ — X X—>±OQ A _ 


1 

-1 




/ possui a reta y = — 1 como assmtota horizontal. Por outro lado, como 

X + 1 X + 1 

lim -= —oo , lim -= +oo , 

x^i+ 1 — x a- >i :'-1 — x 

/ possui a reta x = 1 como assmtota vertical. A derivada existe em todo x^l, e vale 

, (x + iy(l-x)-(x + l)(l-xy _l-x + (x + l)_ 2 

f W _ (1-X) 2 _ (1-X) 2 “ (1-X) 2 ' 

O sinal de f da logo a tabela de variagao de /: 
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8.3. Estudos de fungoes 


X 

1 

/'(*) 

+ 

+ 

Variag. 

de/ 

+oo 

— CO 


(Indicamos o fato de x = 1 ser uma assfntota vertical.) Assim, / nao possui pontos criticos, 
e e crescente nos intervalos (—oo,l)e(l,oo). A segunda derivada se calcula facilmente 
(para x 7 ^ 0 ): 

/ "00 = 2((1 -x)- 2 Y = 2(—2)(l —x)~ 3 (—1) = 7-^-rr ■ 

( 1 -x ) 3 


Esta muda de sinal em x = 1, e permite descrever a convexidade de /: 


X 

1 

rw 

+ 

— 

Conv. 
de / 

— 

— 


Isto e, / e convexa em (—oo, 1), concava em (1, oo). Assim, o grafico e da forma 



o 


Exemplo 8.5. Estudemos agora a fungao/(x) = ^1. O seu dominio e D = R, e o seu sinal: 

/(x) e > 0 se |x| > 1, < 0 caso contrario. Como /(—x) = = j/pl = /(x), / e par. 

Como 


lim 

x —>±oo x 2 + 1 


1-4 

lim -/- 

x^±oo 1 + A. 


1 , 


a reta y = 1 e assfntota horizontal. Nao tern assintotas verticals (o denominador nao se 
anula em nenhum ponto). A primeira derivada e dada por/'(x) = Logo, 


X 

0 

f'M 

- 0 + 

Var. 

de/ 

* min. 


O mfnimo local (que e global tambem) tern coordenada (0,/(0)) = (0,-1). A segunda 
derivada e dada por /"(x) = ’ l°go: 
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X 

-1/^3 -l/i/3 

/"(*) 

- 0 + 0 - 

Cone, 
de / 

— — —' 


Os pontos de inflexao estao em ( 75 ,/(^§)) = e |)) = Final - 

mente, 



Exercicio 8 . 6 . Faca um estudo completo das seguintes fungoes. 

1. (^) 2 (Segunda prova, primeiro semestre 2011) 

2. x(lnx ) 2 (Segunda prova, primeiro semestre 2010) 


Exercicio 8.7. (Segunda prova, segundo semestre de 2011) Para f (x):= * 2 ~* 6 , estude: 0 sinal, 
os zeros, as assmtotas (se tiver), a variagao, e a posigao dos pontos de mm./max. (se tiver). 
A partir dessas informagoes, monte 0 grafico de f. Em seguida, complete a sua analise com a 
determinagao dos intervalos em que f e convexa/concava. 


Exercicio 8 . 8 . Faga 

um estudo completo das fungoes abaixo: 



1. x + F 

c -x 2 

5. xe 

9. 

x 3 -l 

X 3 + P 

2. x + ^2 

6. senhx 

10. 

\ sen( 2 x) — sen(x), 

Q 1 

x 2 +l 

7. coshx 

11. 

X 

Vx 2 +1 

4 x 

X 2 — 1 

8. tanhx 

12. 

V x 2 —l 
x—2 


Exercicio 8.9. Faga um estudo completo das seguintes fungoes. 


1. In|2 — 5x| 

2. ln(lnx) 

3. e~ x (x 2 — 2x). 

4. fix. 


5 . 


lnx 

V'J 


6 . 


lnx—2 
(lnx) 2 


7. ln(e 2x — e x + 3) 


8. (e w - 2) 3 


10 . arcos(Yp^) 

11. f/ x 4 (x — 1 ) 
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Capitulo 9 
Integral 


O problema original e fundamental do calculo integral era de calcular comprimentos, areas, 
e volumes de objetos geometricos no piano ou no espago, em particular de objetos mais ge- 
rais do que aqueles considerados em geometria elementar que sao retangulos, triangulos, 
circulos (no piano), ou paralelepipedos, cones, esferas (no espago). 

O maior avango no calculo integral veio com os trabalhos de Newton e Leibniz no fim do 
seculo XVI, em que a nogao de derivada tern papel fundamental. Os metodos desenvolvidos 
por Newton e Leibniz tornaram a integral uma ferramenta com inumeras aplicagoes, bem 
alem da geometria, em todas as areas da ciencia e da engenharia. 

Nesse capitulo introduziremos a nogao de integral para uma fungao / de uma variavel 
real 1 x, a partir da Segao 9.2. O Teorema Fundamental do Calculo (Teoremas 9.2 e 9.3) sera 
provado na Segao 9.3. 


9.1 Introdiurao 

Como calcular, em geral, a area de uma regiao limitada do piano? Para sermos um pouco mais 
especificos, faremos a mesma pergunta para areas delimitadas pelo grafico de uma fungao. 
Dada uma fungao positiva f : [a, b] —> R, como calcular a area debaixo do seu grafico, isto e, 
a area da regiao R, delimitada pelo grafico de f, pelo eixo x, e pelas retas x = a, x = b? 



fix) 


X 


Para as fungoes elementares a seguir, a resposta pode ser dada sem muito esforgo. Por 
exemplo, se / e constante, fix) = h > 0, R e um retangulo, logo 


1 Integrais multiplas serao estudadas em Calculo III. 


153 













CAPITULO 9. INTEGRAL 


9.1. Introduqao 


A area de R 2 e a soma das areas dos dois retangulos de bases iguais \ mas de alturas di- 
ferentes: o canto esquerdo superior do primeiro retangulo esta em ( 0 , 1 ), e o do segundo 
foi escolhido no grafico de 1 — x 2 , no ponto (|, |). Logo, area(.R 2 ) = |. E claro que areaR 2 
somente da uma estimativa : area(R) < areaR 2 . 


Tentaremos agora melhorar essa aproximagao: fixemos um inteiro n e N, e aproximemos 
R pela regiao R n formada pela uniao de n retangulos de larguras iguais a 1/n, mas com 
alturas escolhidas tais que o canto superior esquerdo esteja sempre na curva 1 — x 2 . Por 
exemplo, se n = 5, 15 e 25, 




Vemos que quanto maior o numero de retangulos n, melhor a aproximagao da verdadeira 
area de R. Logo, tentaremos calcular area(R) via um limite: 


area(R) = lim area(R n ). 

n—>oo 


Olhemos os retangulos de mais perto. Por exemplo, para calcular area(.R 5 ), calculemos a 
soma das areas de 5 retangulos: 


area(fi 5 ) = l(l -(f) 2 ) + I(l - (|) 2 ) + |(l ~(|) 2 ) + s(l" (f) 2 ) + l(l -(f) 2 ) 

l 2 +2 2 +3 2 +4 2 t 


1 - 


5 3 


-(=0.76). 


Para um n qualquer, 

area(RJ = i(l-(S) 2 )+Kl-(f) 2 ) + 

_ i 1 2 +2 2 H-h(n—2) 2 +(n—l) 2 

— -L 


+ ;(i-( 5 r) 2 ) + ;(i-( 2 r) 2 ) 


(9.1) 


Pode ser mostrado (ver Exercicio 9.1) que para todo k > 1, 

2 _2 ,2 fc(fc+l)( 2 fc+l) 

6 

Usando essa expressao em (9.1) com k = n — 1, obtemos 


area(R) = lim area(R n ) = 1 — lim 

n—>oo n—>oo 

= 1 - lim 

n-^oo 



(n-l)((n-l) + l)( 2 (n-l) + 1 ) 
6n 3 

n(n — l)( 2 n — 1 ) 

6 n 3 


2 

3 • 


(9.2) 


Observa^ao 9.1. E interessante observar que no limite n —» oo, o numero de retangulos 
que aproxima R tende ao infinito, mas que a area de cada um tende a zero. Assim podemos 
dizer, informalmente, que depois do processo de limite, a area exata de R e obtida “somando 
infinitos retangulos de largura zero”. • 
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CAPITULO 9. INTEGRAL 


Exercicio 9.1. Mostre por inducao que para todo n > 1, 


1 + 2 + 3H + n 


n(n + 1 ) 


l 2 + 2 2 H-l-n 


2 


n(n + l)( 2 n + 1 ) 
6 


Exercicio 9.2. Considere a aproximacao da area R tratada acima, usando retangulos cujo 
canto superior direito semprefica na curva y = 1 — x 2 , e mostre que quando n —» oo, o limite 
e o mesmo: |. 


O metodo usado para calcular a area debaixo de 1 — x 2 funcionou gragas a formula (9.2), 
que permitiu transformar a soma dos k primeiros quadrados em um polinomio de grau 3 
em k. Essa formula foi particularmente bem adaptada a fungao 1 — x 2 , mas nao sera util em 
outras situagoes. Na verdade, sao poucos casos em que a conta pode ser feita ne maneira 
explicita. 

Exemplo 9.1. Considere /(x) = cos(x) entre a = 0 e b = 7 i/ 2 . 



Neste caso, uma aproximagao da area R debaixo do grafico por retangulos de largura ^ da: 

nn 

area(R n ) = \ cos(i) + \ cos(f) + •••+£ cos(^). (9.3) 

Para calcular o limite n —> oo desta soma, o leitor interessado pode comegar verificando 
por indugao 3 que para todo a > 0 e todo inteiro k, 


\ + cos (a) + cos(2a) + cos(3a) H- 1 - cos(fca) 


sen(^^-a) 
2 sen(§) 


Usando esta formula com a e n bem escolhidos, pode mostrar que lim^oo area {R n ) = 1. 
Portanto, area(R) = 1. o 


Exercicio 9.3. Considere /(x) = e x entre a = 0 e b = 1. Monte area{R n ) usando retangulos 
de largura K Usando 

1 — r n 

1 + r + r 2 + --- + r n = -, 

1 — r 

calcule lim^oo area(R n ). 

O que foi feito nesses ultimos exemplos foi calcular uma area por um procedimento cha- 
mado integragao. Mais tarde, desenvolveremos um metodo que permite calcular integrals 
usando um metodo completamente diferente. Mas antes disso precisamos definir o que 
significa integral- de maneira mais geral. 

3 Fonte: Folhetim de Educagao Matematica, Feira de Santana, Ano 18, Numero 166, junho de 2012. 
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CAPITULO 9. INTEGRAL 


9.2. A integral de Riemann 


9.2 A integral de Riemann 

De modo geral, a area da regiao R delimitada pelo grafico de uma fungao / : [a, b] —» K 
pode ser definida via um processo de limite, como visto acima no caso de /(x) = 1 — x 2 . 


Primeiro, escolhemos um inteiro n, e escolhemos pontos distintos em (a, b): x 0 = a < 
x 1 < x 2 < • • • < < x n = b. Esses pontos formam uma partigao de [a, b], Em seguida, 

escolhemos um ponto x* em cada intervalo [x ; _ l 5 x ; ], e definimos a soma de Riemann 4 I n 
por: 



I n aproxima a area debaixo do grafico pela soma das areas dos retangulos, em que o j- 
esimo retangulo tern como base — x ; _ 1 , e como altura o valor da fungao no ponto 

x*: f(xp. (Na imagem acima os pontos x, foram escolhidos equidistantes, Ax ; - = ^p.) 

A integral de / e obtida considerando I n para uma sequencia de partigoes em que o tamanho 
dos intervalos Ax ; tendem a zero: 

Definigao 9.1. Afungao f : [a, b] —> M e integravel se o limite lim n ^ 00 I n existii; qualquer 
que seja a sequencia de partigoes em que max, Ax ; —» 0^ e qualquer que seja a escolha de x* G 
[x ; _ l3 Xj]. Quando f e integravel, o limite lim n ^ 00 / n e chamado de integral (de Riemann) 
de f, ou integral definida de f, e denotado 

lim I n = f /(x)dx. (9.4) 

n—>oo I 

J a 

Os numeros a e b sao chamados de limites de integragao. 

n l) f 

Inventada por Newton, a notagao “J a f(x)dx” lembra que a integral e definida a partir 
de uma soma (o “J” e parecido com um “s”) de retangulos contidos entre a e b, de areas 
f(x*)Ax } (o 7 (x)dx”). 

Observagao 9.2. E importante lembrar que J a f(x)dx e um numero, nao uma fungao: a 

rb 

variavel “x” que aparece em J a /(x)dx e usada somente para indicar que / esta sendo 
integrada, com a sua variavel varrendo o intervalo [a,b]. Logo, seria equivalente escrever 

/ b r b rb 

/(t)dt, J a /(z)dz, etc., ou simplesmente J a f dx. Por isso, a variavel x 
que aparece em (9.4) e chamada de muda. • 

Observagao 9.3. A definigao de integrabilidade faz sentido mesmo se / nao e positiva. 
Neste caso, o termo /(xp Ax ; - da soma de Riemann nao pode ser mais interpretado como 

4 Georg Friedrich Bernhard Riemann, 1826 - 1866. 
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9.2. A integral de Riemann 


CAPITULO 9. INTEGRAL 


r r a C ^ 

a area do j-esimo retangulo, e J a f dx nao possui necessariamente uma interpretagao geo- 
metrica. O Exercicio 9.8 abaixo esclarece esse ponto. • 

Enunciemos algumas propriedades basicas da integral, que podem ser provadas a partir da 
definigao. 

Proposigao 9.1. Seja f : [a, b] — » R integravel. 

rb (* b 

1. Se AsRe uma constante, entao Af e integravel, e J a Af dx = A J a f dx. 

2. Se g : [a,b ] —* M tambem e integravel, entao f + g e integravel e J (/ + g)dx = 
i b af dX + I b a Sdx. 

3. Se a < c < b, entao J'f dx + f dx = f dx. 

Observe que se f e uma constante, /(x) = c, entao qualquer soma de Riemann pode ser 
calculada via um retangulo so, e 


/(x)dx = c(b — a). 


(9.5) 


Mais tarde precisaremos da seguinte propriedade: 


Proposigao 9.2. Se f e g : [a, b] —» M sao integraveis, e se f < g, entao 


■b rb 

fdx < gdx. 


(9.6) 


Em particular, se f e limitada, M_ < /(x) < M + para todo x e [a, b], entao 


M_(b — a) < 


f dx < M + (b — a). 


(9.7) 


Para fungoes positivas, a interpretagao de (9.6) em termos de areas e imediata: se o grafico 
de / esta sempre abaixo do grafico de g, entao a area debaixo de / e menor do que a area 
abaixo de g. 


Exercicio 9.4. Justifique as seguintes afirmacoes: 

1- Se f epar, J^ a /(x)dx = 2 J Q a /(^)dx. 

2. Se f e impai; f“ a f(x) dx = 0. 

Em geral, verificar se uma fungao e integravel pode ser dificil. O seguinte resultado garante 
que as maioria das fungoes consideradas no restante do curso sao integraveis. 

Teorema 9.1. Se f : [a, b] —» K e continua, entao ela e integravel. 
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CAPITULO 9. INTEGRAL 


9.3. O Teorema Fundamental do Calculo 


Por exemplo, fix) = 1 — x 2 e contfnua, logo integravel, e vimos na introdugao que 

j (1 — x 2 )dx = |. 

Sabendo que uma fungao contfnua e integravel, queremos um jeito de calcular a sua integral. 
Mas como ja foi dito, o procedimento de limite descrito acima (calcular a soma de Riemann, 
tomar o limite n —* oo, etc.) e dfficil de se implementar, mesmo se f e simples. 


9.3 O Teorema Fundamental do Calculo 


Suponha que se queira calcular a integral de uma fungao contfnua / : [a, b] —» K: 


fix) 



I 


- b 

J a 


Podemos supor sem perda de generalidade que f > 0, o que deve ajudar a entender geome- 
tricamente alguns dos raciocfnios a seguir. Para calcular I passaremos pelo estudo de uma 
fungao auxiliar, chamada de fungao area, defmida da seguinte maneira: 



f(t)dt. 


Isto e, I(x) representa a area debaixo do graiico de /, entre as retas verticals em a (iixa) e 
em x (movel). Como / e positiva, x >-> 7(x) e crescente. Alem disso, 7(a) = 0, e a integral 
original procurada e 7(b) = 7. 

Exemplo 9.2. Se fix) = mx, a fungao area pode ser calculada explicitamente: 


7(x) = |m(x 2 — a 2 ) 

a xb 



Podemos observar que 


7'(x) = (|m(x 2 — a 2 )) =mx=/(x)! 


Exercicio 9.5. Calcule as fungdes area associadas asfungoes f : [0,1] —» K abaixo. 

fo sex<l, 2. f (x) = —x + 1 3. f (x) = 2x — 1 

L fi x ^=\, ^ i 

II se x > 2 • 
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CAPITULO 9. INTEGRAL 


A relagao entre I e / e surpreendentemente simples: 

Teorema 9.2 (Teorema Fundamental do Calculo). Seja f : [a, b] —» K contmua. Entao a 

r x 

fungao area I : [a, b ] —> R, definida por I(x):= J a f(t)dt e derivavel em todo x e (a, b), e a 
sua derivada e igual a f: 

7'(x)=/(x). (9.8) 

O seguinte desenho deve ajudar a entender a prova: 



=> 7(x + h) m I (x) + /(x) • h 

, 7(x + h)-7(x) £f 
=> -:-^ fix) 


De fato, entre x e x + h, a fungao area I cresce de uma quantidade que pode ser aproximada, 
quando h > 0 e pequeno, pela area do retangulo pontilhado, cuja base eh e altura fix). 
Isso sugere 


lim 

h—>0+ 


7(x + h) — I{x) 
h 


= /(x). 


(9.9) 


Demonstragao. Seja x e (a, b). Provemos (9.9) (o limite h —» 0 se trata da mesma ma- 
neira). Pela propriedade (3) da Proposigao 9.1, 


• x+h 


• x+h 


• x+h 


I (x + h) 


f(t)dt 


f(t)dt+ f(t)dt = 7(x) + 


f(t)dt, 


Observe tambem que por (9.5), /(x) pode ser escrito como a diferenga/(x) = |/(x) dt 
7 fx +k f( x )dt- Logo, (9.9) e equivalente a mostrar que 


7(x + h) — 7(x) 
h 


■/W = s 


’ X+/l 


(f(t)~f(x))dt 


(9.10) 


tende a zero quando h —» 0. Como / e continua em x, sabemos que para todo e > 0, 
—e < fit)—fix) < +e, desde que t seja suficientemente perto de x. Logo, para h > 0 
suficientemente pequeno, a integral em (9.10) pode ser limitada por 


• x+h 


• x+h 


• x+h 


—e 


(— e)dt < 


(f(t)~f(x))dt < \ (+e)dt = +e. 


(Usamos (9.7).) Isso mostra que (9.10) fica arbitrariamente pequeno quando h —» 0 + , o 
que prova (9.9). □ 


Assim, provamos que integral e derivada sao duas nogoes intimamente ligadas, ja que a 
fungao area e uma fungao derivavel cuja derivada e igual a f. 
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CAPITULO 9. INTEGRAL 


9.3. O Teorema Fundamental do Calculo 


Definigao 9.2. Seja f umafungao. Se F e umafungao derivavel tal que 

F'(x) = f(x) 

para todo x, entao F e chamada primitiva de f. 


2 f r 

Exemplo 9.3. Se /(x) = x, entao F(x) = -j e primitiva de /, ja que 

F'W = (y y = lO 2 )' = \2x = x. 

2 2 

Observe que como (y + 1)' = x, G(x) = y + 1 e tambem primitiva de /. o 

Exemplo 9.4. Se /(x) = cosx, entao F(x) = senx e primitiva de /. Observe que G(x) = 
sen x + 14 e H(x) = sen x — 7 tambem sao primitivas de /. o 

Os dois exemplos acima mostram que uma fungao admite infinitas primitivas, e que apa- 
rentemente duas primitivas de uma mesma fungao somente diferem por uma constante: 


Lema 9.1. Se F e G sao duas primitivas de uma mesma fungao f, entao existe uma constante 
C tal que F(x) — G(x) = C para todo x. 


Demonstragao. Defina m(x):=F(x) — G(x). Como F ; (x) = /(x) e G 7 (x) = /(x), temos 
m'(x) = 0 para todo x. Considere dois pontos x x < x 2 quaisquer. Aplicando o Corolario 
(6.1) a m no intervalo [x ls x 2 ]: existe c e [x l5 x 2 ] tal que = m\c). Como m'(c) = 

0, temos m(x 2 ) = m(x 1 ). Como isso pode ser feito para qualquer ponto x 2 < x ls temos que 
m toma o mesmo valor em qualquer ponto, o que implica que e uma fungao constante. □ 

Em geral, escreveremos uma primitiva generica de /(x) como 

F(x) = primitiva + C, 

para indicar que e sempre possfvel adicionar uma constante C arbitraria. 

Exercfcio 9.6. Ache as primitivas dasfungoes abaixo. 


1. 

-2 

5. 

Vl + x 

9. e x 

13. 

i 

2. 

X 

6. 

cosx 

10. 1 — e~ x 

14. 

l,x>0 

3. 

x 2 

7. 

senx 

11. e 2x 

15. 

i 

l+x 2 

4. 

x n (n^-1) 

8. 

cos(2x) 

12. 3xe~ x2 

16. 

1 

V 1—x 2 


Exercfcio 9.7. Mostre que (2x 2 — 2x + l)e 2x e primitiva da fungao 4x 2 e 2x . 

Mais tarde olharemos de mais perto o problema de calcular primitivas. Voltemos agora ao 
nosso problema: 
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9.4. Areas de regioes do piano 


CAPITULO 9. INTEGRAL 


Teorema 9.3 (Teorema Fundamental do Calculo). Seja f : [a, b] —> K umafungao continua, 
e F uma primitiva de f. Entao 



f{t)dt = F{b)-F{a ) = 



(9.11) 


n l) f f 

Demonstragao. LembrequeJ a f(t) dt = 1(b), onde 7(x) e a fungao area. Ora, sabemos pelo 
Teorema 9.2 que 7(x) e primitiva de /. Assim, 7(x) = F(x) + C, onde F(x) e uma primitiva 
qualquer de /, e onde se trata de achar o valor de C. Mas 7(a) = 0 implica F(a) + C = 0, 
logo C = —F(a), e 7(x) = F(x) — F(a). Em particular, 7(b) = F(b) — F(a). □ 

Exemplo 9.5. Considere 7 = x 2 dx, que representa a area debaixo do grafico da parabola 
y =/(x) = x 2 , entre x = 0 e x = 1. Como F(x) = y e primitiva de /, temos 



i 

o 


i! 

3 



1 

3 ' 


Podemos tambem calcular a integral da introdugao, dessa vez usando o Teorema Funda¬ 
mental: 

r l r i r l 


(1 — x 2 )dx= ldx— x 2 dx = l 


2 

3 • 


o 


f 2 

Exercicio 9.8. Mostre que J 0 (x — l)dx = 0. Como interpretar esse resultado geometrica- 
mente? 


Exercicio 9.9. Aseguinte conta esta certa? Justifique. 



O Teorema Fundamental mostra que se uma primitiva de / e conhecida, entao a integral 
de / em qualquer intervalo [c,d] pode ser obtida, calculando simplesmente F(d) — F(c). 
Isto e, o problema de calcular integral e reduzido ao de achar uma primitiva de /. Ora, cal¬ 
cular uma primitiva e uma operagao mais complexa do que calcular uma derivada. De fato, 
calcular uma derivada significa simplesmente aplicar mecanicamente as regras de derivagao 
descritas no Capitulo 6 , enquanto uma certa ingeniosidade pode ser necessaria para achar 
uma primitiva, mesmo de uma fungao simples como Vl + x 2 ou lnx. 


Portanto, estudaremos tecnicas para calcular primitivas, ao longo do capitulo. Por en¬ 
quanto, vejamos primeiro como usar integrals para calcular areas mais gerais do piano. 


9.4 Areas de regioes do piano 

Sejam /eg duas fungoes definidas no mesmo intervalo [a, b], tais que g(x) < /(x) para 
todo x e [a, b]. Como calcular a area da regiao R contida entre os graficos das duas fungoes, 
delimitada lateralmente pelas retas verticals x = aex = b? 
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CAPITULO 9. INTEGRAL 


9.4. Areas de regioes do piano 



Por uma translagao vertical, sempre podemos supor que 0 < g < /. Logo, a area de R pode 

r r C b 

ser obtida calculando primeiro a area debaixo do grafico de /, que vale J f dx, da qual se 

r r C b 

subtrai a area debaixo do grafico de g, que vale J q g dx. 


area(R) = 



(/ ~g)dx. 


(9.12) 


Exemplo 9.6. Considere a regiao finita R delimitada pela parabola y = 2 — x 2 e pela reta 

y=~x: 



Pode ser verificado que os pontos de intersegao entre as duas curvas sao x = — 1 e x = 2. 
Observe tambem que no intervalo [—1,2], a parabola esta sempre acima da reta. Logo, por 
(9.12), a area de R e dada pela integral 

2 r 2 3 2 .2 

((2 — x 2 ) — (—x)) dx = (— x 2 + x + 2) dx = (- 1 - f 2x) =|. 

1 J- 1 3 2 l-i 



o 


Exercicio 9.10. Esboce e calcule a area da regiao delimitada pelas curvas abaixo. 

1. y = -2, x = 2, x = 4, y = \x — 1. 4. y = 0, x = 1, x = e, y = \. 

2. y =-2, x = 2, x = 4, y = \{x- 2 ) 2 . 

3. y = x 2 , y = —(x + l ) 2 + 1. 5. y =-2, y = 4 + x-x 2 . 


163 


Calculo 1, Versao 1.02 (26 de fevereiro de 2015). Sugestoes, criticas e corregoes: sacha@mat.ufmg.br 
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CAPITULO 9. INTEGRAL 


Exemplo 9.7. Considere a area da regiao finita delimitada pelas curvas x = 1 — y 2 ei = 
5-5y 2 . 



Neste caso, e mais natural expressar a area procurada como um integral com respeito a y. 
Como fungao de y, as curvas sao parabolas: x = /(y) com /(y) = 5 — 5y 2 e x = g(y) 
com /(y) = 1 — y 2 , e o grafico de /(y) esta sempre acima do grafico de g(y). Logo, a area 

r f* b 

procurada e dada por J q [/(y) — g(y)]dy, que vale 


" 1 

{(5 — 5y 2 ) — (1 — y 2 )}dy 
J-i 


{4-4y 2 }dy = {4y 


i-i 



16 

3 ' 


O 


Exercicio 9.11. (3a prova, primeiro semestre de 2011) Calcule a area da regiao finita delimi¬ 
tada pelo grafico da fungao y = lnx e pelas retas y = — 1 , y = 2 , x = 0 . 

Exercicio 9.12. Fixe a > 0. Considere f a (x):=a~ 2 e~ a (a 2 — x 2 ). Esboce x *-> / a (x) para 
diferentes valores de a (em particular para a pequeno e grande). Determine o valor de a que 
maximize a area delimitada pelo grafico de f a e pelo eixo x. 


Exercicio 9.13. Se a > 0, calcule I n = J^x^dx. Calcule lim n ^ DO I n , e de a interpretagao 
geometrica da solugao. (Dica: lembre dos esbogos dasfungoes x *—> x 1 no Capi'tulo ??.) 


9.5 Primitivas 

O Teorema Fundamental mostra a importancia de saber calcular primitivas. Por isso, sera 
util desenvolver tecnicas de integragao. Mas antes de apresentarmos essas tecnicas, faremos 
alguns comentarios sobre as notagoes usadas para denotar primitivas. 

Para uma dada fungao /, queremos achar uma primitiva F, isto e uma fungao cuja derivada 
F' e igual a /. Essa operagao, inversa da derivada 5 , sera chamada de integrar /. Por isso, e 
util introduzir uma notagao que mostra que Feo resultado de uma transformagao aplicada 
a/: 

F(x) = J /(x)dx + C, 

rb 

em que C e uma constante arbitraria. Ao inves da integral definida J a /(x)dx, a integral 
indefinida J/(x)dx e uma fungao de x, que por definigao satisfaz 

(J f(x)dx ) =/(x). 

5 As vezes, essa operagao e naturalmente chamada de antiderivada. 
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CAPITULO 9. INTEGRAL 


9.5. Primidvas 


Como a operagao “integrar com respeito a x” e a operagao inversa da derivada, temos 


/'(x)dx = /(x) + C . 


Alem disso, as seguintes propriedades sao satisfeitas (A e R e uma constante): 


(9.13) 


A/(x)dx = A /(x)dx, (/(x) + g(x))dx = /(x)dx + g(x)dx. 


As seguintes primitivas fundamentals foram calculadas no Exercicio 9.6: 


1. j kdx = kx + C 

2. J x dx = y + C 

3. J x p dx = + C (p jL - 1 ) 

4. J cosx dx = senx + C 


5. J senx dx =—cosx + C 

6 . J e x dx = e x + C 

7. J = arctanx + C 

8 . J -p=p = arcsenx + C 


O caso p = — 1 em (3) corresponde a J ^ dx, que obviamente e definida somente para 
x^O. Ora, se x > 0, temos (ln(x)) / = -, e se x < 0, temos (ln(—x )) 7 = 5^ = -. Logo, 



Exercicio 9.14. Calcule as primitivas das seguintes funcoes. 


1. (1 —x)(l+x ) 2 

2. ^3 — cos( 2 x) 


o x+5x 7 
J- X 9 

4. 2 + 2tan 1 2 (x) 


Vamos agora apresentar os metodos classicos usados para calcular primitivas. O leitor 
interessado em usar a integral de Riemann para resolver problemas concretos pode pular 
para o Capitulo 10, e voltar depois para as Segoes 9.5.1 ate 9.5.5 abaixo para exercitar a 
sua habilidade a calcular primitivas. 

9.5.1 Integragao por Substituigao 

Exemplo 9.8. Suponha que se queira calcular 


x cos(x 2 ) dx. 


Apesar da fungao x cos(x 2 ) nao ser a derivada de uma fungao elementar, ela possui uma 
estrutura particular: o “x” que multiplica o cosseno e um polinomio cujo grau e um a menos 
do que o polinomio “x 2 ” contido dentro do cosseno. Ora, sabemos que a derivada diminui o 
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CAPITULO 9. INTEGRAL 


grau de um polinomio. No nosso caso: (x 2 )' = 2x. Logo, ao multiplicar e dividir a primitiva 
por 2, podemos escrever 


x cos(x 2 ) dx = \ (2x) cos(x 2 ) dx = \ 


(x 2 )' cos(x 2 ) dx. 


Agora, reconhecemos em (x 2 ) / cos(x 2 ) uma derivada. De fato, pela regra da cadeia, (sen(x 2 )) / 
cos(x 2 ) • (x 2 ) 7 . Logo, usando (9.13), 

(x 2 ) 7 cos(x 2 )dx = (sen(x 2 ))'dx = sen(x 2 ) + C . 

J J 

Portanto, 

j x cos(x 2 ) dx = \ sen(x 2 ) + C . 

Do mesmo jeito, 

f x 2 cos(x 3 ) dx = | f 3x 2 cos(x 3 ) dx = | 


(x 3 )' cos(x 3 ) dx = \ sen(x 3 ) + C . 


A ideia apresentada nesse ultimo exemplo consiste em conseguir escrever a fungao inte- 
grada na forma da derivada de uma fungao composta; e a base do metodo de integragao 
chamado integragao por substituigao. Lembremos a regra da cadeia: 

(f(gW))' = /'(gM)g'(x). 

Integrando ambos lados dessa identidade com respeito axe usando de novo (9.13) obtemos 
/(g(x)) = J / / (g(x))g / (x)dx +constante, que e equivalente a formula de integragao por 
substituigao: 


(9.14) 


Existem varios jeitos de escrever a mesma formula. Por exemplo, se H e primitiva de h, 



HgW)g'(x) dx = H(g(x)) + C . 


(9.15) 


Senao, a fungao g(x) pode ser considerada como uma nova variavel: u:=g(x ). Derivando 
com respeito a x, ^ = g ; (x), que pode ser simbolicamente escrita como du = g'(x)dx. 
Assim, a primitiva inicial pode ser escrita somente em termos da variavel u, substituindo 
g(x) por u: 


h(gW)g'(x)dx = h(u)du. 


(9.16) 


Em seguida, se trata de calcular uma primitiva de h, e no final voltar para a variavel x. 
O objetivo e sempre tornar J h[u) du o mais proximo possivel de uma primitiva elementar 
como as descritas no inicio da segao. 
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9.5. Primidvas 


Exemplo 9.9. Considere J ^^dx. Aqui queremos usar o fato do cosx ser a derivada da 
fungao senx. Fagamos entao a substituigao u = senx, que implica du = (senx)'dx = 
cos xdx, o que implica 


cosx 

f 1 , 

-dx = 

— du = 

sen 2 x 

j 

u 2 

j 


h{u ) du. 


Mas h{u ) = e a derivada (com respeito a u!) de H(u) = —Logo, 


cosx 
sen 2 x 


■ dx = 


h{u ) du = H(u) + C 


1 

- + C. 

senx 


o 

Exemplo 9.10. Para calcular J dx, definemos u:=l + x. Logo, du = dx e x = u — 1 . 
Assim, 


1 + x 


dx 


u — 1 


u 


du = {! — 



-ln(l + x) + C . 


o 


Exemplo 9.11. Calculemos agora J —==dx. Para comegar, separemos a primitiva em dois 
termos: 


x + 1 


VT 


: dx = 


vT 


dx + 


yr 


: dx . 


Para o primeiro termo, vemos que com u = g(x):=l — x 2 , cuja derivada e g ; (x) = —2x, 
temos du = — 2 x dx, e 


yr 


: dx = — 


—— du = — \/u + C = —a/ 1 — x 2 + C . 

J 2/d 


No segundo termo reconhecemos a derivada da fungao arcseno. Logo, somando, 


x + 1 
/I — x 2 


dx = —V 1 — x 2 + arcsenx + C . 


(9.17) 


Observagao 9.4. Lembra que um calculo de primitiva pode sempre ser verificado, derivando 
o resultado obtido! Por exemplo, nao perca a oportunidade de verificar que derivando o lado 
direito de (9.17), obtem-se ~j==\ • 

As vezes, e preciso transformar a fungao integrada antes de fazer uma substituigao util, 
como visto nos tres proximos exemplos. 

Exemplo 9.12. Para calcular J dx podemos colocar 9 em evidencia no denominador, e 
em seguida fazer a substituigao u = |: 

f —~^dx = l f- \—dx = l f —^—dx 

J 9 + x 2 9 J l + (f) 2 9 J 1 + u 2 

= i —-—du = ^ arctanu + C = ^ arctan(|) + C . 

3 1 + u 2 3 3 V3 ' 
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Exemplo 9.13. Para calcular J v2+ * Y+2 dx comecemos completando o quadrado: x 2 + 2x + 
2 = {(x + l) 2 — 1} + 2 = 1 + (x + l) 2 . Logo, usando u:=x + 1, 


x 2 + 2x + 2 


■ dx = 


- 7 - dx 

l + (x + l) 2 

—-— du = arctan u + C = arctan(x + 1) + C . 
1 + u 2 


Exemplo 9.14. Considere J sen 2 xdx. Lembrando a identidade trigonometrica sen 2 x 

1—cos(2x) 


sen 2 x dx = \ dx — \ 


cos(2 x)dx = | — 2 cos(2 x)dx. 

J J J J 

Agora com u = 2x obtemos J cos(2 x)dx = \ J cos(u)du = \ senu + constante. Logo, 


sen 2 x dx = | — | sen(2x) + C . 


o 


Exercicio 9.15. Calcule as primitivas das seguintes funcoes. 


1. 

(x + 1) 7 

7. 

cos 2 (t) 

13. 

e x tan(e x ) 

2. 

i 

8. 

X 

14. 

y 

(2x+l) 2 

l+x 2 

(i+x) 3 

3. 

1 

9. 

cosx Vl + senx 

15. 

X^/l + X 2 

(1—4x) 3 

4. 

x sen(x 2 ) 

10. 

tanx 

16. 

X 

(l+x 2 ) 2 

5. 

senx cosx 

11. 

3x+5 

l+x 2 

17. 

cos 3 t 
sen 4 t 

6 . 

^cos( A /x) 

12. 

1 

18. 

sen 3 x cos' 

x 2 +2x+3 


A formula (9.16) mostra que a primitiva (ou integral indefinida) de uma fungao da forma 
h(g(x))g / (x) se reduz a achar uma primitiva de h. Aquela formula pode tambem ser usada 
para integrals definidas: se d(g(x))g / (x) e integrada com x percorrendo o intervalo [a, b], 
entao u = g(x) percorre o intervalo [g(a), g(£>)], logo 

rb r g(b) 

h(g(x))g'(x)dx= h{u)du. (9.18) 

Ja J g(a) 

Exercicio 9.16. Calcule as primitivas 


1. 

f 2xHx dx 

) g!- x 2 aX 

3. f!fdx 

5. 

f if^ dx 

2. 

$1* 

1 X 

X 

to 

4. j e e e x dx 

6. 

J tan 2 x dx 
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9.5.2 Integragao por Partes 

Vimos que o metodo de integragao por substituigao decorreu da regra da cadeia. Vejamos 
agora qual metodo pode ser obtido a partir da regra de derivagao de um produto. 

Exemplo 9.15. Suponha que se queira calcular a primitiva 

r 

xcos x dx. 

J 

Aqui nao vemos (e na verdade: nao ha) uma substituigao que seja util para transformar 
essa primitiva. O que pode ser util e escrever xcosx = x(senx)', e de interpretar x(senx)' 
como o segundo termo da derivada 

(xsenx) 7 = (x)' senx + x(senxy = senx + x(senxy . 


Assim, 


x cosx 


r r 

dx = {(x senx)' — senx} dx = x senx — senxdx 

J J 


= x sen x + cos x + C 


A ideia usada no ultimo exemplo pode ser generalizada da seguinte maneira. Pela regra 
de Leibniz, 

(/(x)g(x)y = / / (x)g(x) + /(x)g / (x). 

Integrando com respeito a x em ambos lados, 


fMgM 


f'(x)g(x)dx + 


f(x)g'(x)dx. 


Essa ultima expressao pode ser reescrita como 



(x)g(x) dx = /(x)g(x) — 


f(x)g'(x)dx, 


(9.19) 


(ou a mesma trocando os papeis de / e g) chamada formula de integragao por partes. 
Ela possui uma forma definida tambem: 


(9.20) 


A formula (9.19) acima sera usada com o intuito de transformar a integral J / 7 (x)g(x) dx 
numa integral (mais simples, espera-se) J/(x)g'(x)dx. 
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Exemplo 9.16. Considere J x lnxdx. Aqui definamos / e g da seguinte maneira: f\x ) = 
x, g(x) = lnx. Assim, /(x) = y, g'(x) = (lnx)' = y Usando (9.19), 


xlnxdx= / ; (x)g(x)dx 


= /0)g(x)- f(x)g'(x)dx 


= (£)(lnx)- ( X TXl)dx = i lnx 


x dx = y lnx ■ 


+ C 


o 

Exercicio 9.17. Calcule as primitivas das funcoes abaixo. (Obs: as vezes, pode precisar inte¬ 
gral r por partes duas vezes.) 

1. xsenx 3. x 2 cosx 5. x 2 e~ 3x 

2. xcos(5x) 4. xe x 6. x 3 cos(x 2 ) 


As vezes, escrevendo “1” como 1 = (x)', integragao por partes pode ser usada mesmo 
quando nao tem duas partes: 

Exemplo 9.17. Considere J lnxdx. Escrevendo lnx = 1 - lnx = (x) / lnx, 


f lnxdx 


j 


r 

(x)'lnxdx = xlnx — x(lnx) ; dx = xlnx — 

J 


x-^dx = xlnx — x + C. 


Exercicio 9.18. Calcule 

1 . J arctanxdx 

2 . J(lnx) 2 dx 


3. J arcsenxdx 

4. J xarctanxdx 


Consideremos agora um mecanismo particular que pode aparecer quando se aplica inte¬ 
gragao por partes: 

Exemplo 9.18. Considere J sen(x)cos(3x)dx. Integrando duas vezes por partes: 
f sen(x)cos(3x)dx = (—cosx)cos3x— f (— cosx)(—3sen3x)dx 


— cosxcos3x —3 cosxsen3xdx 


— cosx cos 


3x-3(se„, S e„3x-Jse„x(3cos3x) d x} 


= — cos x cos 3x — 3 sen x sen 3x + 9 


senxcos3xdx. 
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Assim, a primitiva procurada 7(x) = J sen(x) cos(3x) dx e solugao da equagao 

7(x) = — cos x cos 3x — 3 sen x sen 3x + 97(x). 

Isolando 7(x) obtemos 7(x) = |{ cosx cos 3x + 3 senx sen3x}. Isto e, 

sen(x)cos(3x) dx = -{ cosx cos 3x + 3 senx sen 3x} + C . 

J 8 


Exerricio 9.19. Calcule 


1. J e x senx dx 


2. J e st cos tdt 


3. J sen(lnx)dx 


Integragao por partes pode ser combinada com substituigao: 

Exemplo 9.19. Considere J xln(l +x)dx. Integrando primeiro por partes, 


xln(l +x)dx = ^^(1 +x)— \ 


2 1 + x 


Essa segunda pode ser calculada substituindo 1+x por u: 


1 + x 


(u-1) 2 


du= {u — 2 + -} du 


= ~ 2 — 2u + In |u| + C 
= 5(1 + x ) 2 — 2x + In |1 + x| + C'. 


Logo, 


x ln(l + x) dx = y ln(l + x) — ^(1 + x ) 2 + x — \ In |x| + C'. 


Exercfcio 9.20. Calcule J Q 3 dx, J x(lnx) 2 dx. 


9.5.3 Integragao de fungoes racionais 

Nesta segao estudaremos metodos para calcular primitivas da forma 


1 —x 2 ’ I (1 — x)(x + l ) 2 ’ I x 2 + 1 


x 3 + 1 


Essas primitivas sao todas da forma 


(9.21) 


em que P(x) e Q(x) sao polinomios em x. Lembramos que um polinomio em x e uma soma 
finita de potencias inteiras e nao negativas de x: a 0 + a : x + a 2 x 2 + • • • + a n x n , em que os 
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a, sao constantes. Por exemplo, x 3 — x + 1 e um polinomio, mas x 2 ^ 3 + */x nao e. Lembra- 
mos que o grau de um polinomio a 0 + a 1 x + a 2 x 2 -\ -ba n x n e o maior indice i tal que a ; ^ 0. 

Existe uma teoria geral que descreve os metodos que permitem calcular primitivas da forma 
(9.21). Aqui ilustraremos somente as ideias principais em casos simples. 

A primeira etapa tern como objetivo simplificar a expressao para ser integrada: 

• Se o grau de P for maior ou igual ao grau de Q, divide P por Q. 

Exemplo 9.20. Considere J f^dx. Aqui, P(x) = x 2 e de grau 2, que e igual ao grau de 
Q(x) = x 2 + 1. Logo, como a divisao de P(x) por Q(x) da 1 com um resto de —1, temos 
j^+T — 1 — J5+T- L °g°’ 


x 2 + 1 


dx = 11-1 dx = x — arctanx + C . 

J *- x 2 + 1 -* 


(Observe que em vez de fazer uma divisao, podia ter observado que 


x 2 +l 


xj+j-1 

x 2 +l 


x 2 +l 

x 2 +l 


= 1 




x 2 +l * x 2 +l ■ 

Exemplo 9.21. Considere J ^f^-dx. Aqui, P(x) = x 3 e de grau 3, que e maior do que o 
grau de Q(x) = x 2 + 1. Logo, como a divisao de P(x) por Q(x) da x com um resto de —x, 


temos 


x 2 +l 



X 2 + 1 


| dx = 


2x 


■ dx 


x 2 +1 
^ —iln(x 2 + 1) + C. 


o 


Em geral, quando grau(P) > grau(Q), a divisao de P por Q da 

PO) . , Hx) 

- = polinomio em x H-——, 

Q(x) P Q(x) 

em que grau(P) < grau(Q). A primitiva do primeiro polimomio e imediata, e o proximo 
passo e de estudar a primitiva da razao 


Portanto, e preciso agora desenvolver tecnicas para calcular primitivas de fragoes de po- 
linomios, em que o grau do numerador e estritamente menor que o grau do denominador. 
Ja sabemos tratar casos do tipo: 


dx 


2x 2 


+ C , 


dx 


x 2 + 1 


arctan x + C, 


x 2 +1 


dx = ^ln(x 2 + 1) + C . 


O objetivo sera de sempre decompor a fragao numa soma de fragoes elementares desse 
tipo. O metodo geral, descrito abaixo em exemplos simples, pode ser resumido da seguinte 
maneira: 
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• Fatore completamente o polindmio Q, o escrevendo como um produto defatores de grau 
2, possivelmente repetidos. Em seguida, 

• Procure uma decomposigao de emfragoes parciais. 

Exemplo 9.22. Considere J ^zp. Aqui, x 2 — 1 tem discriminante A > 0, logo ele pode ser 
fatorado : x 2 — 1 = (x —l)(x + l). Procuremos agora umjeito de escrever a fungao integrada 
na forma de uma soma de fragoes elementares: 


1 1 A B 

x 2 —1 (x — l)(x + 1) x —1 X + 1 


(9.22) 


Observe que se tiver umjeito de achar duas constantes (isto e: numeros que nao dependem 
de x) A e B tais que a expressao acima seja verificada para todo x, entao a primitiva sera 
facil de se calcular: 

dx f dx f dx , , , , , 

-= A-K B -= Ain x — 1 + B In x + 1 + C . 

J * 2 -! J x-1 J x + 1 

Verifiquemos entao que as constantes A e B existem. Colocando no mesmo denominador no 
lado direito de (9.22) e igualando os numeradores, vemos que Ae B devem ser escolhidos 
tais que 

1 =A(x + l) + B(x-l). (9.23) 

Rearranjando os coeficientes, 

(A + B)x+A-B-1 = 0. (9.24) 


Para essa expressao valer para todo x, e necessario ter 


A + B = 0, A —B — 1 = 0. 


Essas expressoes representam um sistema de duas equagoes nas incognitas A e B, cuja solu- 
gao pode ser calculada facilmente: A = B = — \. Verifiquemos que os valores calculados 
para A e B sao corretos: 

\ _ j(* + l)-j(x-l) _ 1 

x —1 x + 1 (x — l)(x + 1) (x — l)(x + 1) 


Portanto, 



■1| — |ln|x + l| + C = iln 


x + 1 


+ C. 




Observagao 9.5. As vezes, os valores de A e B podem ser achados de um outro jeito. Por 
exemplo, tomando o limite x —» — 1 em (9.23) obtemos 


1 = -2B, 

isto e B = — Tomando agora x —» +1 em (9.23) obtemos 

1 =2A, 

isto e A = • 
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A decomposigao (9.22) e chamada de decomposigao em fragoes parciais. Esta decom¬ 
posigao pode ser feita a cada vez que o denominador se encontra na forma de um produto 
de fatores irredutfveis de grau 2. A decomposigao deve as vezes ser adaptada. 

Exemplo 9.23. Considere J x ^ 2 +1 y Vendo o que foi feito acima, uma decomposigao natural 
seria de decompor a fragao da seguinte maneira: 


1 _ A B 

x(x 2 + 1) X X 2 + 1 


(9.25) 


Infelizmente, pode ser verificado (veja o Exercfcio 9.21 abaixo) que nao existem constantes 
A e B tais que a relagao acima valha para todo x. O problema e que o denominador da 
fragao original content x 2 + 1, que e irredutivel (isto e: possui um discriminante negativo), 
de grau 2. Assim, procuremos uma decomposigao da forma 


1 _ A Bx + C 

x(x 2 + 1) X X 2 + 1 


(9.26) 


Igualando os numeradores, 1 = A(x 2 + l)+(Bx+C)x, o que equivale a dizer que o polinomio 
(A + B)x 2 + Cx + A — 1 = 0 e nulo para todo x. Isto e: todos os seus coeficientes sao nulos: 


A + B = 0, C = 0, A— 1 = 0. 


Assim vemos que A = 1, B = —1, C = 0. Verificando: 

1 —x l(x 2 + 1) + (—x)x 1 

x x 2 + 1 x(x 2 + 1) x(x 2 + 1) 


Logo, 


dx 


x(x 2 +1) 



dx = In |x| — \ ln(x 2 + 1) + c . 


o 


Exercfcio 9.21. No Exemplo 9.23, verifique que nao tern decomposigao da forma 


i 


A , B 
x x 2 +l' 


x(x 2 +l) 


Observagao 9.6. O esquema de decomposigao usado em (9.26) pode ser generalizado: 

_1__ A 1 x + C 1 A 2 x + C 2 " A n x + C n 

(a 1 x 2 + ^ 1 )(a 2 x 2 + ^ 2 )---(a n x 2 + ^J a x x 2 + / \ a 2 x 2 + f> 2 a n x 2 + f> n ' 


Na expressao acima, todos os a k > 0 e /5 k > 0. • 

Exemplo 9.24. Considere J ■ Aqui o denominador content o polinomio irredutivel 
x + 1 elevado a potencia 2. Assim procuremos uma decomposigao da forma 


1 _ A B C 

x(x + l) 2 X X + 1 (x + l) 2 


(9.27) 


Igualando os numeradores, 1 = A(x + l) 2 + Bx(x + 1) + Cx, isto e (A + B)x 2 + (2A + B + 
C)x +A — 1=0. Para isso valer para todo x, e preciso que sejam satisfeitas as seguintes 
relagoes: 

A + B = 0, 2A + B + C = 0, A— 1 = 0 
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Assim vemos que A = 1 ,B = —1, C = — 1. Deixemos o leitor verificar a decomposigao. Logo, 

dx f cl _1 1 

x(x + l) 2 J '-x x + 1 (x + 1) 2 

= In lx I —ln|x + 1| 4-1- c. 

x + 1 

o 

Observagao 9.7. A decomposigao (9.27) pode ser usada a cada vez que aparece uma po- 
tencia de um fator irredutfvel. Por exemplo, 

1 _A B C D E 

x(x + l) 4 X x + 1 (x + 1) 2 (x + 1) 3 (x + 1) 4 


Exercicio 9.22. No Exemplo 9.24, verifique que nao tem decomposigao da forma Y| - v ^_ 1 p 

A , B 
x (x+1) 2 ' 


Os metodos acima podem ser combinados: 

Exemplo 9.25. Para J x2( + 2 +4 p procuremos uma decomposigao da forma 

1 A B Cx + D 

x 2 (x 2 + 4) x x 2 x 2 +4 

Igualando os numeradores e expressando os coeficientes do polinomio em fungao de A, B, C, D 
obtemos o seguinte sistema: 


A+ C = 0, B + D = 0, 4A = 0, 4B = 1. 
A solugao e obtida facilmente: A=0, B = |, C = 0, D = — Logo, 
f dx , f dx i f dx 


x 2 (x 2 + 4) 


dx 

x 


i 

2 4 


x 2 + 4 


— 4 x — I arctan(f) + c . 


Exercicio 9.23. Calcule as primidvas. 


i- Idki 
J ^2+1 dx 
3 ■ J (7+2P 

4 ■ / 5^dx 


5 ' J 

6 - J 

7- J 
J 


i 

x 3 +x 


dx 


dx 

x 2 +2x—3 


dx 

x 2 +2x+3 


dx 

x(x—2) 2 


9- J +2+Tj 
^ + J F++ f 

/ HTkTp 


13. JAldx 

35- / Afr 


Exercicio 9.24. Calcule J ^—dx. (Dica: multiplique e divida por cos xj 
Exercicio 9.25. (3a Prova 2010, Turmas N) Calcule J . y h |3 dx. 
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9.5.4 Integrar potencias de fungoes trigonometricas 

Nesta segao estudaremos primitivas de fungoes que envolvem fungoes trigonometricas. Es- 
sas aparecem em geral apos ter feito uma substituigao trigonometrica, que e o nosso ultimo 
metodo de integragao, e que sera apresentado na proxima segao. 


Primitivas das fungoes sen m x cos' 1 x 
Aqui estudaremos primitivas da forma 


sen 171 xcos"xdx . 


Consideremos primeiro integrais contendo somente potencias de senx, ou de cosx. Alem 
dos casos triviais J senxdx = —cosx + C e J cos xdx = senx + C ja encontramos, no 
Exemplo 9.14, 


r 

J 


sen 2 x dx 


1 l ° 2 s(:2a:> dx = | — \ sen(2x) + C . 


Consequentemente, 


cos 


xdx = {1 — sen 2 x}dx = x- 


sen - 


xdx = f + 7 sen(2x) + C . 


(9.28) 


Potencias impares podem ser tratadas da seguinte maneira: 


cos 3 xdx = 


(cosx) 2 cosx dx = (1 — sen 2 x) cosx dx . 


Chamando u:=senx, obtemos 


COS' 


'xdx = (1 — u 2 )du = u — \u 3 + C = senx — ^sen 3 x + C . 


A mesma ideia pode ser usada para integrar J sen m x cos" x dx quando pelo menos um dos 
expoentes, m ou n, e unpar. Por exemplo, 


sen 2 x cos 3 x dx = I sen 2 x cos 2 x cos x dx 


2 _ „2 


sen 2 x(l — sen 2 x) cos x dx = u 2 (l — u 2 ) du , 


onde u = senx. Logo, 


r 

J 


sen 2 x cos 3 x dx 


|u 3 — |u 5 + C = | sen 3 x — | sen 5 x + C . 
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Para tratar potencias pares, comecemos usando uma integragao por partes. Por exemplo, 


cos 4 x dx = cosx cos 3 x dx = senx cos 3 x — senx(—3 cos 2 x senx) dx 


senx cos 3 x + 3 sen 2 xcos 2 xdx 


senxcos 3 x + 3 I (1 — cos 2 x)cos 2 xdx 


= senxcos 3 x + 3 cos 2 xdx — 3 cos 4 xdx 


Isolando J cos 4 xdx nessa ultima expressao e usando (9.28), 


cos 4 x dx = \ senx cos 3 x + ^ ^ sen(2x) + C . 


(9.29) 


Exercicio 9.26. Calcule as primidvas. 


1. j sen 3 xdx 

2. J cos 5 x dx 

3. J(cosxsenx) 5 dx 


4. J cos 1000 xsenxdx 

5. J (sen 2 t cos t)e sent dt 

6. J sen 3 x^/cosx dx 


7. j sen 2 x cos 2 xdx 


Primitivas das fun^oes tan m x sec" x 
Nesta segao estudaremos primitivas da forma 


tan m x sec" x dx. 


onde lembramos que a fungao secante e definida como 


secx:=- 


Como 1 + tan 2 x = 1 + 


sen x 1 

cos 2 x cos 2 x 


, a seguinte relagao vale: 


1 + tan 2 x = sec 2 x . 


Lembramos que (tanx)' = 1 + tan 2 x = sec 2 x. Entao, para calcular por exemplo 


tan x sec 2 x dx, 


podemos chamar u = tanx, du = sec 2 x dx, e escrever 


tan x sec 2 xdx= udu = |u 2 + C = | tan 2 x + C . 


(9.30) 
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Na verdade, e facil ver que a mesma substituigao pode ser usada a cada vez que a potencia 
da secante e par. Por exemplo, 


tan x sec 4 x dx = tan x sec 2 x(sec 2 x) dx 


tan x(l + tan 2 x)(sec 2 x) dx 

= J u(l + u 2 )du 

= \u 2 + ^u 4 + C 
= i(tanx) 2 + j(tanx) 4 + C . 


Por outro lado, a relagao 


. senx 

(secx) = :—=tanxsecx 


cos 2 x 

permite um outro tipo de substituigao. Por exemplo, (9.30) pode ser calculada tambem via 
a mudanga de variavel w = secx, dw = tanx sec x dx: 


tan x sec 2 x dx = sec x(tan x sec x) dx 


w dw = \w 2 + C = 4 sec 2 x + C . 


A mesma mudanga de variavel w = sec x se aplica a cada vez que a potencia da tangente e 
impar (e que a potencia da secante e pelo menos 1). Por exemplo, 

j tan 3 xsecxdx = j tan 2 x(tanxsecx)dx 

= f (sec 2 x —l)(tanx secx) dx 

(w 2 — l)dw 

= |w 3 — w + C 
= | sec 3 x — sec x + C . 

Os casos em que a potencia da tangente e impar e que nao tern secante sao tratados sepa- 
radamente. Por exemplo, lembramos que 


tanx dx 


senx 


cosx 


dx = — In I cosxl + C . 


Ou, 


tan 3 xdx= tanx(tan 2 x)dx 


= J tanx(sec 2 x — 1) dx = J tanx sec 2 x dx — J tanxdx, 

e essas duas primitivas ja foram calculadas acima. Finalmente, deixemos o leitor fazer o 
Exercicio 9.24 para mostrar que 


J secxdx = 1„| 


secx + tanx + C . 
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Exercfcio 9.27. Calcule as primidvas. 

1. J sec 2 xdx 4. J tanxsecxdx 

2. Jtan 2 xdx 5. Jtan 4 xsec 4 xdx 

3. Jtan 3 xdx 6. Jcos 5 xtan 5 xdx 


7. J sec 5 xtan 3 xdx 


8. J sec 3 xdx 


9.5.5 Substitutes trigonometricas 

Nesta segao final apresentaremos metodos para calcular primitivas de fungoes particulares 
onde aparecem raizes de polinomio do segundo grau: 


V1 — x 2 dx, x 3 V1 — x 2 dx, 


dx 


Vx 2 + 2x + 2 




O nosso objetivo e fazer uma substituigao que transforme o polinomio que esta dentro da 
raiz em um quadrado perfeito. Essas substituigoes serao baseadas nas seguintes idenditades 
trigonometricas: 


1 — sen 2 6 = cos 2 6 , (9.31) 

1 + tan 2 9 = sec 2 9 . (9.32) 

Ilustraremos os metodos em tres exemplos elementares, integrando Vl —x 2 , VTTx 2 e 
Vx 2 — 1. Em seguida aplicaremos as mesmas ideias em casos mais gerais. 


A primitiva J y/l — x 2 dx 

Observe primeiro que a/ 1 — x 2 e bem definido se x e [—1,1], Para calcular J a/ 1 — x 2 dx 
usaremos (9.31) para transformar 1—x 2 em um quadrado perfeito. Portanto, consideremos 
a substituigao 

x = sen(9, dx = cos9d9. 

Como x e [—1,1], essa substituigao e bem definida, e implica que 9 pode ser escolhido 

Se [-§,§]: 



Expressemos agora a primitiva somente em termos de 9: 


r 

J 


Vl — x 2 dx 


VY— sen 2 9 cos 9 d9 


\J cos 2 9 cos 9 d9 


j 


cos 2 9 d9. 
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De fato, como 0 e [—f, §], cos 6 > 0, o que significa Vcos 2 0 = cos 9. Mas a primitiva de 
cos 2 9 e 


cos 2 9 cL9 = \9 + \ sen(20) + C . 


Agora precisamos voltar para a variavel x. Primeiro, x = sen© implica 9 = arcsenx. Por 
outro lado, sen(20) = 2 sen 9 cos 9 = 2x-\/l — x 2 . Logo, 



— x 2 dx 


2 arcsen x + 2 


-xVl—x 2 


+ C. 


Exercfcio 9.28. Verifique esse ultimo resultado, derivando com respeito a x. 

O metodo descrito acima costuma ser eficiente a cada vez que se quer integrar uma fungao 
que contem uma raiz da forma Va 2 — b 2 x 2 , com a,b > 0. Para transformar o polinomio 
a 2 — b 2 x 2 em um quadrado perfeito, podemos tentar as seguintes subsituigoes: 

x:=^sen(9,ou x: = ^cos 9. 

De fato, uma substituigao desse tipo permite cancelar a raiz: 

■\Ja 2 — b 2 (| sen 9) 2 = V a 2 — a 2 sen 2 9 = a V1 — sen 2 9 = a cos 9 . 

Depois de ter feito a substituigao, aparece em geral uma primitiva de potencias de fungoes 
trigonometricas, parecidas com aquelas encontradas na Segao 9.5.4. 

a area de um disco de raio R e igual a nR 2 . 
= /(x) = VR 2 — x 2 


Exemplo 9.26. Neste exemplo verificaremos que 



A area do disco completo e dada pela integral 


A = 4 



— x 2 dx. 


Usemos a substituigao trigonometrica x =Rsen9, dx = Rcos 9 d9. Se x = 0, entao 0=0, 
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e s e x = R entao 9 = §. Logo, 

n 

VR 2 — x 2 dx = f y/R 2 — (R sen 0) 2 Rcos 0 cLO 


2 ■ 

•K 


= 1C 


cos 2 9 cLO 


■ + \ sen(20)} 


<-) 71 

= R 2 -. 
4 


Logo, A = 4R 2 f = rtll 2 . 


Exemplo 9.27. Calculemos aprimitiva J x 3 a/4 — x 2 dx. Usemos a substituigao x = 2 send, 


dx = 2cos 9 d9. Como x e [—2,2], temos 9 e [—f, f ]. 


x 3 \/4 — x 2 dx 


(2sen 0) 3 \/4 —(2 sen(9) 2 2 cos 9 d9 = 32 
A ultima primitiva se calcula feito na segao anterior: com u = cos 9, 
f sen 3 9 cos 2 9 d9 = f (1 — cos 2 0) cos 2 9 sen 9 d9 


sen 3 9 cos 2 9 d9 . 


(1 — u 2 )u 2 du = —\u 3 + ^u 5 + C = — ^ cos 3 9 + \ cos 5 9 + C . 


Para voltar para a variavel x, observe que x = 2 sen 9 implica cos 9 

'fl-T- Lo 8°- 


V1 — sen 2 9 


! V4 — x 2 dx = ~Y\j 


1 —T +f\/ 1 -T +c ' 


Exercicio 9.29. Calcule a area da regiao delimitada pela elipse cuja equagao e dada por 

x 2 y 2 1 
a 2 /3 2 

Em seguida, verifique que quando a elipse e um rirculo, a = [5 =R, a sua area e nR 2 . 
Exemplo 9.28. Considere J x J~y - Com x = a/5 sen 9, obtemos 

^ dx ^ \/5cos0 ^ 1 ^ d9 

J xa/ 5 —x 2 J (</5sen0)\/5 — (a/ 5 sen 0) 2 ^ J sen $ 

Essa ultima primitiva pode ser tratada como no Exercicio 9.24: 


= 

sen 9 2 


1 — cos 9 


1 + cos 9 


+ C — | In 




+ C. 
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Logo, 


1 dX In 

a/5-a/5-x 2 

J xV'5-x 2 2 ^ 

a/5 + a/5-x 2 


Exercfcio 9.30. Calcule as primitivas 


1. 

r dx 

f * 2 d X 

5. 

f x rf- 

) Vl—x 2 

„ 7 

J 7i-*3 QX 

J /3-2x-*2 aX - 

2. 


4. J x Vl — x 2 dx 

6. 

j" x 2 V9 — x 2 dx 


A primitiva J a/ 1 + x 2 dx 

Para calcular J Vl + x 2 dx usaremos (9.32) para transformar 1 + x 2 em um quadrado per- 
feito. Portanto, consideremos a substituigao 

x = tan 0 , dx = sec 2 6 d 9 . 

Expressemos agora a primitiva somente em termos de 9: 


V1 + x 2 dx 


V 1 + tan 2 9 sec 2 9 d9 = V sec 2 9 sec 2 9 d9 = sec 3 9 d9 . 


Vimos no Exercfcio 9.27 que 

j sec 3 0 d9 = | tan 9 sec 9 + | ln|sec 0 + tan 01 + C . 
Para voltar a variavel x: sec 0 = x, tan 0 = a/ 1 + sec 2 0 = a/1 + x 2 . Logo, 



O metodo descrito acima se aplica a cada vez que se quer integrar uma fungao que content 
uma raiz da forma Va 2 + b 2 x 2 , com a,b > 0. Para transformar o polinomio a 2 + b 2 x 2 em 
um quadrado perfeito, podemos tentar as seguintes subsituigoes: 


x: = |tan0. 


De fato, uma substituigao desse tipo permite cancelar a raiz: 

yj a 2 + b 2 (| tan 0) 2 = V a 2 + a 2 tan 2 0 = a \! 1 + tan 2 0 = a sec 0 . 
Exercfcio 9.31. Calcule as primitivas 


i-1 


dx. 


dx 


■\J 4x 2 +l 

2. JVV*2+ldx 4. } ^ 


3. / xV^T^dx 5. f 

6. / 


dx 


•y/x 2 +4 


Exercfcio 9.32. Calcule o comprimento do arco da parabola y = x 2 , contido entre as retas 
x = — 1 e x = 1. 
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A primitiva J a/x 2 — 1 dx 

Finalmente, consideremos a primitiva J a/x 2 — 1 dx. Para transformar x 2 — 1 num quadrado 
perfeito, usaremos a relagao (9.32): sec 2 6 — 1 = tan 2 6. Assim, chamando x = sec0, temos 
dx = tan 6 sec 6 dd, portanto 


J Vx 2 — 1 dx = J a/ sec 2 0 — 1 tan 9 sec 6 d6 = J tan 2 0sec0d0. 
Integrando por partes, 

j (tan 0 sec 0) tan 0 d6 = sec 0 tan 0 — J* sec 3 0 dO 

= sec 0 tan 0 — || tan 0 sec 0 + \ ln|sec 0 + tan 0|| + C 
= | sec 0 tan 0 — \ In | sec 0 + tan 01 + C. 

Como sec 0 = x implica tan 0 = a/ sec 2 0 — 1 = a/x 2 — 1, obtemos 



O metodo apresentado acima sugere que para integrar uma fungao que content um polino- 
mio do segundo grau da forma Ja 2 x 2 — b 2 , pode-se tentar fazer a substituigao 


x:=— sec 0. 
a 

Exemplo 9.29. Consideremos a primitiva f — d , x , fazendo a substituigao x = 3sec0, 

J x 2 yx 2 —9 

dx = 3 tan 0 sec 0 d 0: 

f dx f 3tan0sec0 i f dd 2 f i 

—- = - . =dd = 9 -- = 5 cos 0 d0 = I sen 0 + C . 

J x 2 a/x 2 — 9 J (3 sec 0) 2 \/(3 sec 0) 2 — 9 J sec 0 J 

Para voltar a variavel x, fagamos uma interpretagao geometrica da nossa substituigao. A 
relagao x = 3 sec 0, isto e cos 0 = -, se concretiza no seguinte triangulo: 


Assim, 



sen 0 = 


_ ■\fx 2 —9 


a/x 2 —9 
9x 


+ C. 


Exercfcio 9.33. Calcule as primidvas. 


1. J x 3 a/x 2 —3dx 


/ 


dx 


•J x 2 —a 2 


dx. 


3 ' J 


Ax 2 —T 


dx 
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Capitulo 10 
Applicagoes 


10.1 Comprimento de arco 

O procedimento usado na definigao da integral de Riemann (cortar, somar, tomar um li- 
mite) pode ser util em outras situagoes. As tres proximas segoes serao dedicadas ao uso de 
integrals para calcular quantidades geometricas associadas a fungoes. Comeceremos com o 
comprimento de arco. 

Vimos acima que a integral de Riemann permite calcular a area debaixo do grafico de uma 
fungao f : [a, b] —> R. Mostraremos agora como calcular o comprimento do grafico, via uma 
outra integral formada a partir da fungao. 

Procederemos seguindo a mesma ideia, aproximando o comprimento por uma soma. Es- 
colhamos uma subdivisao do intervalo [a, b] por intervalos [x ; ,x i+1 ]: 



a X; X i+1 


Aproximaremos o comprimento do grafico da fungao, em cada intervalo [x ; ,x i+1 ], pelo 
comprimento do segmento que liga (Xj,/(x ; )) a (Xj +1 ,/(x i+1 )), dado por 


\/ Ax? + (/(x i+1 )-/(x ; )) 2 = Ax ; ^ l + ( 


Ax,- J ’ 


em que Ax ; = x i+1 — x ; . Quando Ax ( —> 0, o quociente 
comprimento do grafico, L, e aproximado pela soma 


Axi 


tende a L°g°, ° 


n 


Xi V i +/ / ( x i) 2Ax ;» 


1=1 
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que e uma soma de Riemann associada a fungao y/l +/ / (x) 2 . Logo, tomando um limite 
em que o numero de intervalos cresce e o tamanho de cada intervalo tende a zero, obtemos 
uma expressao para L via uma integral: 



( 10 . 1 ) 


Exemplo 10.1. Calculemos o comprimento do grafico da curva y = |x 3 / 2 , entre x = 0 e 
x = 1. Como (|x 3//2 y = y/x, 

L= f \f\ + (-fx) 2 dx = f Vl + xdx = |(\/8 — 1). 

Jo Jo 


o 


Devido a raiz que apareceu na formula (10.1) (apos o uso do Teorema de Pitagoras), as in¬ 
tegrals que aparecem para calcular comprimentos de graficos podem ser dificeis de calcular, 
isso mesmo quando a fungao / e simples: 

Exemplo 10.2. O comprimento da parabola y = x 2 entre x = — 1 ex = 1 e dado pela 
integral 

L = j VT+ 4x 2 dx . 

Vimos na Segao 9.5.5 (ver o Exercicio 9.32) como calcular a primitiva de VT+ 4x 2 usando 
uma substituigao trigonometrica. o 

Exercicio 10.1. Mostre, usando uma integral, que a circunferencia de um disco de raio R e 
2nR. 


Exercicio 10.2. Calcule o comprimento da corda pendurada entre dois pontos Ae B, descrita 
pelo grafico dafungao f(x) = coshx, entre x = —1 e x = 1. 

Exercicio 10.3. Calcule o comprimento do grafico dafungao exponencial /(x) = e x , entre 
x = 0 e x = 1. fDica: u = VT+ e 2x .) 


10.2 Solidos de revolut^ao 

Nesta segao usaremos a integral para calcular o volume de um tipo particular de regiao do 
espago, chamada de solidos de revolugao. (Em Calculo III, volumes de regioes mais gerais 
serao calculados usando integral tripla.) 


Considere uma fungao positiva no intervalo [a, b], f : [a, b ] —* M + . Seja R a regiao delimi- 
tada pelo grafico de /, pelo eixo x e pelas retas x = a, x = b: 
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CAPITULO 10. APPLICACOES 


10.2. Solidos de revolucao 


Sabemos que a area de R e dada pela integral de Riemann 


area(R) = /(x)dx. 


Consideremos agora o solido S obtido girando a regiao R em torno do eixo x, como na 
figura abaixo: 



Solidos que podem ser gerados dessa maneira, girando uma regiao em torno de um eixo, 
sao chamados de solidos de revolucao. Veremos situagoes em que a regiao nao precisa ser 
delimitada pelo grafico de uma fungao, e que o eixo nao precisa ser o eixo x. 

Exercicio 10.4. Quais dos seguintes corpos sao solidos de revolucao? (Quando for o caso, de 
a regiao e o eixo) 

1. A esfera de raio r. 

2. O cilindro com base circular de raio r, e de altura h. 

3. O cubo de lado L. 

4. O cone de base circular de raio r e de altura h. 

5. O toro de raios 0 < r <R. 

Nesta segao desenvolveremos metodos para calcular o volume V(S) de um solido de revolu- 
pao S. Antes de comegar, consideremos um caso elementar, que sera tambem usado para o 
caso geral. 

Exemplo 10.3. Suponha que / e constante em [ a,b ], isto e: /(x) = r > 0 para todo 
x e [a, b]: 
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CAPITULO 10. APPLICACOES 


Neste caso, o solido gerado S e um cilindro (deitado). A sua base e circular de raio r, e a 
sua altura e b — a. Pela formula bem conhecida do volume de um cilindro, 

V(S) = area da base x altura = nr 2 (b — a). (10.2) 

o 

Queremos agora calcular V(S) para um solido de revolugao qualquer. 

O procedimento sera o mesmo que levou a propria definigao da integral de Riemann: apro- 
ximaremos S por solidos mais elementares. Usaremos dois tipos de solidos elementares: ci- 
lindros e cascas. 

10.2.1 Aproximagao por cilindros 

Voltemos para o solido de revolugao da segao anterior. Um jeito de decompor o solido S e 
de aproxima-lo por uma uniao de fatias verticais, centradas no eixo x: 



Cada fatia e obtida girando um retangulo cujo tamanho e determinado pela fungao /. Para 
ser mais preciso, escolhemos pontos no intervalo [a, b], x 0 = a < x 1 < x 2 < ■ ■ ■ < x n _ 2 < 
x n = b, e a cada intervalo [x;_ l5 x, ] associamos o retangulo cuja base tern tamanho (xj-x^j) 
e cuja altura e de /(x ; ). Ao girar em torno do eixo x, cada um desses retangulos gera uma 
fatia cilindrica F h como no Exemplo 10.3: 




Mas, como a fatia F, e um cilindro deitado de raio /(x,) e de altura Ax, = x, — x,_ 2 , o seu 
volume e dado por V(F,) = 7i/(x,) 2 Ax,. Logo, o volume do solido S pode ser aproximado 
pela soma dos volumes das fatias, que e uma soma de Riemann: 

n n 

'^]v(F l ) = ^nf(x i ) 2 Ax i . 
j =i i =i 
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10.2. Solidos de revolucao 


Quando o numero de retangulos n —> oo e que todos os Ax ; —> 0, esta soma converge 
(quando /(x) 2 pe contfnua, por exemplo) para a uma integral de Riemann que permite 
(em principio) calcular o volume exato do solido S: 



^ b 

V(S) = 

71 f (x) 2 dx . 


a 


(10.3) 


Exemplo 10.4. Seja R a regiao delimitada pela curva y = senx, pelo eixo x, e pelas duas 
retas verticals x = 0 e x = n. Calculemos o volume do solido S obtido girando R em torno 
do eixo x: 



Pela formula (10.3), o volume deste solido e dado pela integral 


V = 


7t(senx) 2 dx = 7t{ 


x sen(2x) 
2 4 


. 71 




O metodo permite calcular volumes classicos da geometria. 

Exemplo 10.5. Seja r > 0 fixo e R a regiao delimitada pela semi-circunferencia y = Vr 2 — x 2 , 
entre x = —r e x = +r, e pelo eixo x. O solido S obtido girando R em torno do eixo x e 
uma esfera de raio r centrada na origem: 



Pela formula (10.3), o volume da esfera e dado pela integral 


VQ = 



r+r 


= 71 


(r 2 —x 2 )dx 


= 7t{r 2 x — y} 
= -7tr 3 ... 

3 
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o 


Exercfcio 10.5. Um vaso e obtido rodando a curva y = fix) em torno do eixo x, onde 


fix) 


—x + 3 se 0 < x < 2, 
x — 1 se 2 < x < 3 . 


Esboce o vaso obtido, em tres dimensoes, e calcule o seu volume. 


O importante, nesta segao, e de nao tentar decorar formulas, e sim entender como montar 
uma nova formula em cada situagao. Vejamos como, no seguinte exemplo. 

Exemplo 10.6. Considere a regiao R do primeiro quadrante, delimitada pelo grafico da 
fungao fix) = 1 — x 2 . Considere os solidos S x e S 2 , obtidos rodando R em torno, respecti- 
vamente, do eixo x e y: 



Calculemos, para comegar, o volume do solido S x . O raciocino ja descrito acima permite 
usar a formula: 


r 1 


1/(5!)= Tt(l — x 2 ) 2 dx = n 


{1 —2x 2 + x 4 }dx = ^ 


Consideremos agora o solido S 2 . Por ser um solido de revolugao em torno do eixo y, a 
aproximagao mais natural e de usar fatias horizontais, centradas no eixo y, como na figura 
a seguir: 



Neste caso, dividimos o intervalo y e [0,1] em intervalos Ao intervalo 

associamos uma fatia horizontal F, de altura Ayj = y t — y de de raio — y ; . De fato, 
ja que F f esta na altura y ; , o seu raio e dado pelo inverso da fungao x —» 1 — x 2 (isto e y >-» 
\J 1 — y) no ponto y ; . Assim, 1/(Fj = 7t1 — y i A y h e o volume de 1/(S 2 ) e aproximado 
pela soma das fatias: 

n n 

X! y i F ^ = Xi ^i 1 ~ Ay i ■ 

i=1 i=l 
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10.2. Solidos de revolucao 


Portanto, no limite n —> oo, combinado com Ay ; —» 0, obtemos: 

V(S 2 )= f n(l —y)dy = |. 

Jo 

Na proxima segao mostraremos um outro jeito de calcular V(S 2 ). o 

Exercfcio 10.6. Considere a regiao finita R contida no primeiro quadrante, delimitada pelas 
curvas y = x 2 , y = x 4 . Calcule o volume do solido de revolugao obtido girando R em torno do 
eixo y. 

(Havera mais exercicios no fim da proxima segao.) 


10.2.2 Aproximagao por cascas 

Os exemplos considerados na segao anterior partiam de uma decomposigao do solido usando 
fatias cilmdricas. Vejamos agora um outro tipo de decomposigao, usando cascas. 

Exemplo 10.7. Considere de novo a regiao R do Exemplo 10.6 (a area debaixo da parabola), 
e o solido S 2 gerado pela rotagao de R em torno do eixo y. La, V(S 2 ) foi calculado usando 
uma integral, que foi construida a partir de uma soma de cilindros, obtidos pela rotagao 
de retangulos horizontais em torno do eixo y. Procuremos agora calcular o mesmo volume 
V(S 2 ), mas com uma integral obtida a partir de uma soma de cascas. Cascas sao obtidas 
pela rotagao de retangulos verticals, em torno do eixo y: 




O volume da casca C, pode ser calculado pela diferenga dos volumes de dois cilindros: o 
externo tern raio x ; , o interno tern raio x f _ ls e ambos tern altura /(x ; ). Logo, 


V(C ; ) = nx\ x/(x i )-7tx ! 2 _ 1 xf(x i ) = n(xf-xf_ 1 )f(x i ). 

Fatorando, xf — x'f_ r = (x ; + x i _ 1 )(x ! — Xj_j). Quando Ax l = x t — x ; _ a for muito pequeno, 
isto e quando x ; e x ; _ 2 forem muito proximos, podemos aproximar x, + x i+1 por 2x ; . Logo, 


V(Q) ~ 27tx i /(x i )Ax i . 


Obs: essa formula e facil de entender observando que a casca C ; pode ser obtida torcendo 
um paralelepipedo cuja base e o retangulo de base (x, — x ; _ x ) x /(x ; ) e de altura dada pela 
circunferencia do circulo de raio x h isto e 2nx i . (Atengao: esse raciocino e correto somente 
se a base do retangulo e pequena em relagao a sua distancia ao eixo de rotagao!) 
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Portanto, o volume so solido S 2 pode ser calculado via a integral associada as somas de 
Riemann dos V(Cj), isto e: 


V(S 2 ) — 2nxf(x)dx. 

Jo 

Como era de se esperar, essa integral vale 


V(S 2 ) = 2nx(l-x 2 )dx = f . 


O ultimo exemplo mostrou que o volume de um solido pode ser calculado de varias ma- 
neiras; usando cilindros ou cascas para o mesmo solido pode levar a integrar fungoes muito 
diferentes, e uma escolha pode facilitar o calculo da primitiva. 

Exemplo 10.8. Considere o triangulo ET determinado pelos pontos A = (1,0), B = (1,1), 
C = (2,0). 



Para comegar, considere o cone S x obtido girando ET em torno do eixo x: 



Podemos calcular o volume de S 2 de duas maneiras. Primeiro, girando retangulos verticais: 



Seremos um pouco informais: o retangulo infinitesimal baseado em x tern uma largura dx 
e uma altura /(x) = 2 — x (que e a equagao da reta que passa por BeC). Ao girar em torno 
do eixo x, ele gera um cilindro infinitesimal cuja base tern area igual a 7t/(x) 2 , e altura 
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dx. Logo, o volume do cilindro e nf (x) 2 x dx = tc[2 — x) 2 dx, e o volume de S 1 e obtido 
integrando todos os cilindros, quando x varia de 1 ate 2: 

r 2 


V(Si) 


7i(2 — x) 2 dx . 


(10.4) 


Mas e possfvel tambem calcular V(S X ) girando retangulos horizontais: 



Um retangulo horizontal infinitesimal e definido pela sua posigao com respeito ao eixo y, 
pela sua altura, dada por h(y) = (2 — y) — 1 = 1— y (aqui calculamos a diferenga entre 
a posigao do seu ponto mais a direita e do seu ponto mais a esquerda). Ao girar em torno 
do eixo x, esse retangulo gera uma casca cujo raio e y, cuja altura e h(y) e cuja espessura 
e dy; logo, o seu volume e 2ny x h{y ) x dy = 2ny[l — y)dy. Integrando sobre todas as 
cascas, com y variando entre 0 e 1: 

V(Sx)= f 2ny{l-y)dy. (10.5) 

Jo 

Exercicio 10.7. Verifique que os valores das integrals em (10.4) e (10.5) sao iguais. 
Consideremos agora o solido S 2 obtido girando ST em torno da reta de equagao x = 3. 



Comecemos girando retangulos verticais: 
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Ao girar o retangulo representado na figura em torno da reta x = 3, isto gera uma casca 
de raio r(x) = 3 — x, de altura / (x) = 2 — x e de espessura dx. Logo, o seu volume e dado 
por 27ir(x) x /(x) x dx = 2n(3 — x)(2 — x)dx. O volume de S 2 e obtido integrando com 
respeito a x, entre 1 e 2: 


V(S 2 ) 


~ 2 

27i(3 — x)(2 — x)dx . 

J i 


Girando agora retangulos horizontais: 



Ao girar em torno da reta vertical x = 3, o retangulo horizontal gera um anel, de altura dy, 
de raio exterior R(y ) = 2, de raio interior r(y) = 3 — (2 — y) = 1 + y. O volume desse anel 
e dado por nR(y) 2 x dy — 7tr(y) 2 x dy. Logo, o volume de S 2 e dado pela integral 


V(S 2 ) 


" 1 

(n2 2 - n(l + yf) dy . 

Jo 


o 


10.2.3 Exercicios 

Exercicio 10.8. Considere a regiao R delimitada pelo grafico da furtcao y = senx, pelo eixo 
x, e pelas duas retas x = tc/ 2, x = n. Calcule a area de R. Em seguida, monte uma integral 
(nao precisa calcula-la) cujo valor de o volume so solido obtido girando R: 1) em torno do eixo 
x, 2) em torno da reta x = n. 

Exercicio 10.9. Mostre que o volume de um cone de base circular de raio R e de altura H e 
igual a V = \nR 2 El. 

Exercicio 10.10. (Prova 3, 2010, Turmas N) Calcule o volume do solido obtido girando a 
regiao R = {(x,y) :l<x<e,0<y< v^lnx} em torno da reta y = 0. 

Exercicio 10.11. Considere a regiao R delimitada pela parabola y = x 2 , pelo eixo x e pela reta 
x = 1, contida no primeiro quadrante. Para cada uma das retas abaixo, monte uma integral 
(sem calcula-la) que de o volume do solido obtido girando R em torno da reta r, usando a) 
cRindros, b) cascas. 

1. y = 0, 3. y = -1, 5. x = 1, 

2. y = 1, 4. x = 0, 6. x = -1. 
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10.3. Areas de superficies de revolugao 


Exercfcio 10.12. Monte uma integral cujo valor seja igual ao volume do solido obtido girando 
a regiao R (finita, delimitada pela curva y = 1 — (x — 2) 2 e o eixo x) em torno da reta y = 2. 

Exercicio 10.13. Considere o solido S obtido girando o grafico dafungao /(x) = cosh(x) em 
torno da reta y = 0, entre x = —1 e x = +1. Esboce S, e calcule o seu volume. (Lembre que 
cosh(x):= e + 2 .) 

Exercfcio 10.14. Considere a regiao R delimitada pelo grafico dafungao /(x) = cosx, pelas 
retas x = x = n, e pelo eixo x. Monte duas integrais, cujos valores dao o volume do solido 
de revolugao obtido girando R em torno 1) da reta x = tc, 2) da reta y = —1. 

Exercfcio 10.15. Um toro e obtido girando um disco de raio r em torno de um eixo vertical, 
mantendo o centro do disco a distancia R (R> r) do eixo. Mostre que o volume desse toro e 
igual a 2n 2 r 2 R. 


10.3 Areas de superficies de revolu 9 ao 

Suponha que se queira calcular a area da superficie do solido do inicio da Segao 10.2 (sem 
os dois discos de frente e de tras), denotada A(S). De novo, aproximaremos a area A(S) por 
uma soma de areas mais simples. 


Para decompor a area em areas mais elementares, escolhamos uma divisao a = x 0 < x 1 < 
• • • < x n = b, e para cada intervalo [x i _ 1 ,x i ], consideremos o anel J t obtido girando o 
segmento ligando (x i _ 1 ,/(x ; _ 1 )) a (x ; ,/(x,)) em torno do eixo x: 




Pode ser verificado que o anel J, tern uma area dada por 

A(J;) = ny/ (x,- -x^j) 2 + (/(x,) -/(xj.^^C/Cx;) +/(x ; _ 1 )). (10.6) 

Quando Ax ; = x, — Xj_ a for suficientemente pequeno, e se f for continua, /(x, ) +/(x i _ 1 ) 
pode ser aproximada por 2/(x, ). Logo, colocando Ax, em evidencia dentro da raiz, 


A(J i )^2nf(x i ) 



/Oi)~/Oi-i) 

A Xi 



(10.7) 


Quando Ax; for pequeno, o quociente ^ pode ser aproximado por fXxf). Logo, a 

area total pode ser aproximada pela soma de Riemann 


“2 27r /( x i)V 1 + (/'Oi)) 2A *i ■ 

i=i ;=i 
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10.4. Energia potencial 


CAPITULO 10. APPLICACOES 


Quando n —> oo e todos os Ax ; —» 0, a soma de Riemann acima converge para a integral 


A(S)= f 2nf(x)y/l + (/'(x)) 2 dx . 
J a 


( 10 . 8 ) 


Exemplo 10.9. Considere a superficie gerada pela rotagao da curva y = *fx em torno do 
eixo x, entre x = 0ex = l. A sua area e dada pela integral 


A(S) = 2n</x‘Jl + (^j) 2 dx = n 


: f a/ 1 + 4x dx = f(5 3/2 — 1). 
Jo 


Exercicio 10.16. Prove (10.6). 

Exercicio 10.17. Mostre que a area da superficie de uma esfera de raio R e igual a 4nR 2 . 


10.4 Energia potencial 

(em construgao) 


10.5 Resolvendo equa 9 oes diferenciais 

(em construgao) 
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Capftulo 11 


Integrais improprias 


A integral de Riemann foi definida naturalmente para uma fun^ao / : [a, b] —» M continua, 
como um limite de somas de retangulos. Nesta segao estudaremos integrais de fun^oes em 
intervalos infinites, como [0, oo) ou a reta inteira, ou em intervalos do tipo (a, b], em que 
a fungao pode possuir alguma descontinuidade (uma assintota vertical por exemplo) em a. 
Tais integrais sao chamadas de improprias, e sao muito usadas, em particular no estudo de 
series (Calculo II e CW) e na resolugao de equagoes diferenciais (transformada de Laplace, 
transformada de Fourier, etc). 


11.1 Em intervalos infinitos 

Consideremos para comecjar o problema de integrar uma fun^ao num intervalo infmito, 
/ : [a, oo) —> K. Vemos imediatamente que nao tern como definir somas de Riemann num 
intervalo infmito: qualquer subdivisao de [a, oo) contem um numero infmito de retangulos. 
O que pode ser feito e o seguinte: escolheremos um numero L > a grande mas finite, 
calcularemos a integral de Riemann de / em [a,L], e em seguida tomaremos o limite L —» 
oo: 


DefiniQao 11.1. Seja f : [a, oo) —> R umafungao continua. Se o limite 


f(x)dx:= lim /(x)dx, 

L—> oo 


( 11 . 1 ) 


existir e for finite, diremos que a integral impropria J q /(x) dx converge. Caso contrario, 
ela diverge. Integrais improprias para f : (—oo, b] —> M se definem da mesma maneira: 


f(x)dx:= lim 

L—> oo 


f(x)dx. 


( 11 . 2 ) 


-L 


Exemplo 11.1. Considere f(x) = e x em [0, +oo): 


r* oo nL 

| e~ x dx = lim e~ x dx = lim {—= lim {l — e~ L \ = 1, 

L-> oo L^o o'- J 10 L—>oo *• J 

Jo Jo 
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11.1. Em in tervalos infinitos 


CAPITULO 11. INTEGRAIS IMPROPRIAS 


J OO 

e~ x dx converge e vale 1. Como e~ x e uma fungao positiva no 

intervalo [0, oo) todo, o valor de J Q e~ x dx pode ser interpretado como o valor da area 
delimitada pela parte do grafico de e~ x contida no primeiro quadrante, pelo eixo x e pelo 
eixo y: 



Observe que apesar dessa area nao possuir limitagao espacial, ela e finita! 
Exemplo 11.2. Considere /(x) = - em [1, oo): 


n OO 


dx 

x 


r L j 

lim — = lim jinx} = lim InL = oo . 

L—>oo x L—>oo 1 ' L—>oo 



O 


Neste caso, a interpretagao de j = ooe que a area delimitada pelo grafico def(x) = \ 
e infinita. o 

Observa^ao 11.1. As duas fungoes consideradas acima, e~ x e tendem a zero no infinito. 
No entanto, a integral impropria da primeira converge, enquanto a da segunda diverge. 
Assim, vemos que nao basta umafungao tender a zero no infinito para a sua integral impropria 
convergirl De fato, a convergencia de uma integral impropria depende de quao rapido a 
fungao tende a zero. Nos exemplos acima, e~ x tende a zero muito mais rapido 1 que K No 
caso, e~ x tende a zero rapido o suficiente para que a area delimitada pelo seu grafico seja 
finita, e ^ tende a zero devagar o suficiente para que a area delimitada pelo seu grafico seja 
infinita. • 

Exemplo 11.3. Considere a integral impropria 


r> OO 


—— - dx = lim ——- 

J </x(x + l) L ^°° Jj \/x(x + 1) 


dx. 


Com u = i/x temos dx = 2 u du. Logo, 


r L r VT 

I ——- dx = 2 - du = \ 2arctanu} 1 i 

J 1 V3c(x + 1) Jj « 2 +1 1 Jl 


^or exemplo, usando a Regra de B.H., lim^oo = lim x ^ 00 = 0. 
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CAPITULO 11. INTEGRAIS IMPROPRIAS 


11.1. Em in tervalos infinitos 


Tomando o limite L —> oo, 

f°° 1 


+ 1 ) 


dx = 2\im {arctan(vT) — = 2{| — = f, 


que e finito. Logo, a integral impropria acima converge, e o seu valor e |. o 

A fungao integrada, numa integral impropria, nao precisa ser positiva: 

J OO r 

e x senxdx. Usando integragao por partes (veja o Exercicio 

9.19), 


Li 

e~ x senxdx= lim {—|e _x (senx + cosx)} lim {l — e _i (senL + cosL)j = |. 

L->oo z } * A 1 ^ } A 


L—> oo 


Logo, a integral converge. Apesar do valor | ser > 0, a sua interpretagao em termos de area 
nao e possivel neste caso, ja que x *—> e~ x senx e negativa em infinitos intervalos: 



Exercicio 11.1. Estude a convergencia das seguintes integrals improprias. 


1. 

r°° dx 

J 3 x—2 

4. 

J 0 cos x dx 

7. 

j' _ e ! sen(2 t)dt 

2. 

\T x2dx 

5. 

r°° dx 

Jo x 2 +l 

8. 


3. 

r°° dx 

Jl X? 

6. 

r 00 dx 

J 1 x 2 +x 

9. 

,dx 


Exercicio 11.2. Se f : [0, oo) —> R, a transformada de Laplace de /(x) e a fungao L(s) 
definida pela integral impropria 

r> OO 

L(s):= I e _sx /(x)dx, s> 0. (11.3) 

Jo 

Calcule as transformadas de Laplace das seguintes fungdes /(x): 

1. k (constante) 2. x 3. senx 4. e~ ax 

Exercicio 11.3. Estude /(x):=^j. Em seguida, calcule a area da regiao contida no semi- 
espago x > 0, delimitada pelo grafico de f e pela sua assintota horizontal. 

Exercicio 11.4. Estude a fungao /(x):=^pr. Em seguida, calcule a area da regiao contida no 
semi-piano x > 0 delimitada pelo grafico de f e pela sua assintota. 
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rO O 

11.2. As in tegrais I 


CAPITULO 11. INTEGRAIS IMPROPRIAS 


Intuitivamente, para uma fungao / contfnua possuir uma integral impropria convergente 
no infinito, ela precisa tender a zero. Vejamos que precisa de mais do que isso, no seguinte 
exercicio: 

Exercicio 11.5. De um exemplo de uma fungao continua positiva f : [0, oo) —» R + que nao 
tende a zero no infinito, e cuja integral impropria J Q f(x)dx converge. 

Exercicio 11.6. Considere afungao Gamma, definida da seguinte maneira: 

r> OO 

Mz> 0, T(z):= I x z e~ x dx. 

Jo 

Verifique que T(0) = 1, T(l) = 1, T(2) = 2, T(3) = 6. Mostre que para todo inteiro n, 

r(n) = n- T(n —1). 


Conclua que nos inteiros, T(n) = n!. 

11.2 As integrals J a °° ^ 

Consideremos as fun^oes /(x) = onde p e um numero positivo. Sabemos (lembre da 
Segao 2.2.1) que quanto maior p, mais rapido tende a zero (lembre sa Segao 2.2.1): 



Logo, e razoavel acreditar que para valores de p suficientemente grandes, a integral im¬ 
propria J q deve convergir. O seguinte resultado determina exatamente os valores de p 
para os quais a integral converge ou diverge, e mostra que o valor p = 1 e critico: 


Teorema 11.1. Seja a > 0. Entao 


[ °° dx I converge se p > 1 
d xp I diverge se p < 1. 


(11.4) 


Demonstragao. O caso critico p = 1 ja foi considerado no Exemplo (11.2): para todo a > 0, 

•L 


dx 

X L 


r dx 

lim —= lim {lnL — In a} = oo . 

)—>oo x L—> oo 1 J 

J a 


Por um lado, quando p ^ 1, 


~ L dx x~ p+1 

L - 1 

1 1 1 

XP ~-p + l 

a 1 —p 

Lp - 1 aP - 1 J 
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CAPITULO 11. INTEGRAIS IMPROPRIAS 


11.3. O criterio de comparacao 


Lembra que pelo Exercfcio 4.6 que se p > 1 entao p — 1 > 0, logo lim L ^ 00 = 0, e a 
integral 

dx [ L dx 1 

— = lim — = ----- < oo , 

XP L^o o xp (p — l)cfc _1 

logo converge. Por outro lado se p < 1, entao 1 — p > 0, lim^^ = oo e 

dx f L dx 

— = lim — = oo , 

XP L^o o I xP 

J a 




isto e diverge. 


Exercicio 11.7. Estude as seguintes integrals improprias em fungao do parametro a: 





dx 

(lnx) 2a x 


□ 


Exercfcio 11.8. Fixe q > 0 e considere o solido de revolucao obtido rodando a curva y = 
x >1, em torno do eixo x. Determine para quais valores de q esse solido tem volume finito. 


11.3 O criterio de comparat^ao 

Em geral, nas aplicagoes, a primeira questao e de saber se uma integral impropria converge 
ou nao. Em muitos casos, e mais importante saber se uma integral converge do que conhe- 
cer o seu valor exato. 


O nosso objetivo nesta segao sera de mostrar como a convergencia/divergencia de uma in¬ 
tegral impropria pode as vezes ser obtida por comparagao com uma outra integral impropria, 
mais facil de estudar. Comecemos com um exemplo elementar: 

Exemplo 11.5. Pela definigao, estudar a integral impropria J 1 significa estudar o li- 

mite lim^oo j 1 4q-j-. Ora, calcular a primitiva de e possivel, mas da um certo trabalho, 
como visto no Exercfcio 9.23. Por outro lado, em termos do comportamento em x para x 
grande, a fungao ^j-j- nao e muito diferente da fungao Na verdade, para todo x > 0, 
x 3 + 1 e sempre maior que x 3 . Logo, e menor que no intervalo [1, oo), o que se 
traduz, em termos de integral definida, por 

f L dx ^ f L dx 

Ji 

Tomando o limite L —» oo em ambos lados obtemos 


dx 

x 3 + 1 


< 



(11.5) 


Logo, se a integral do lado direito de (11.5) efinita, a do lado esquerdo efinita tambem. Ora, 
a do lado direito e da forma J com p = 3 > 1. Logo, pelo Teorema 11.1, ela converge, 

portanto (11.5) implica que converge tambem. 
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11.3. O criterio de comparagao 


CAPITULO 11. INTEGRAIS IMPROPRIAS 


Assim, foi provado com custo minirno que J* converge, sem passar pela primitiva de 

O leitor interessado em calcular o valor exato de J Anpp podera usar a primitiva 
obtida no Exercicio 9.23. o 

Comparagao pode ser usada tambem para mostrar que uma integral diverge: 

Exemplo 11.6. Considere J 3 ^dx. Aqui, podemos lembrar da integral J 3 que di¬ 
verge pelo Teorema 11.1. As duas integrais podem ser comparadas observando que lnx > 1 
para todo x > 3 > e, logo ^ ^ P ara todo x G [3, oo). Logo, apos ter tornado o limite 

L —> oo, 

roo p oo 

lnx , ax 

- dx > —. 

J 3 x J 3 x 

Logo, como a integral do lado diverge e vale + 00 , a do lado direito tambem. o 

E importante ressaltar que o metodo usado acima funciona somente se as fungoes compa¬ 
radas sao ambas nao-negativas! O metodo de comparagao pode ser resumido da seguinte 
maneira: 


Proposigao 11.1. Sejam f,g : [a, 00 ) —> R contmuas, tais que 0 < /(x) < g(x) para todo 
x G [a, 00 ). Entao 

r> OO r> OO 


/(x )dx < 


g(x) dx 



r OO r OO t* OO 

Em particular, se J g(x)dx converge, entao J a f {x) dx converge tambem, e se J a f(x)dx 
diverge, entao J a g(x)dx diverge tambem. 


Observagao 11.2. O metodo de comparagao e util em certos casos, mas ele nao diz qual 
deve ser a fungao usada na comparagao. Em geral, a escolha da fungao depende da situagao. 
Por exemplo, a presenga de x 3 no denominador levou naturalmente a comparar com 
X, cuja integral impropria e finita. Portanto, para mostrar que uma integral impropria 
J a f(x)dx converge, e preciso procurar uma fungao g tal que 0 < /(x) < g(x) e cuja 

integral impropria e finita; para mostrar que /(x)dx diverge, e preciso procurar uma 
fungao h tal que /(x) > h(x) > 0 e cuja integral impropria e infinita. • 


Exercicio 11.9. Quando for posstvel, estude as seguintes integrais via uma comparagao. 


1. 

r°° dx 

5. 

r°° dx 

8. 

f°° Ai, 

J 1 x 2 +x 

Jo 2x 2 +l 


2. 

r°° dx 

J 1 2x( x +i) 

6. 

r°° dx 

J 3 x 2 -l 

9. 

f 00 x2+1+senx dx 

3. 

r°° dx 



J 1 x 

Jo l+e x 

7. 

r 77^ 



4. 

r°° e x A 

I 2 ^i dx 

J 1 X 2 

10. 

J7 e _(lnx)2 dx 

Consideremos agora 

um resultado contraintuitivo, 

decorrente do 

manuseio de integrais 


improprias: 

Exemplo 11.7. Considere o solido de revolugao obtido rodando o grafico da fungao /(x) = 
em torno do eixo x, para x > 1 (o solido obtido e as vezes chamado de “vuvuzela”). O 
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CAPITULO 11. INTEGRAIS IMPROPRIAS 


11.4. Integrals improprias em K 


seu volume e dado por 

r 00 r 00 a 

V = y nf (x) 2 dx = n 

que e convergente se p > divergente caso contrario. Por outro lado, como f\x) = 
a area da sua superffcie e dada por 

r* OO r* OO - - 

A= J 2nf(x)y/l+f'(x) 2 dx = 2n J ^yjl + ^^dx 

Como y] 1 + pffpp > 1, temos A > 2n , que e divergente se q < 1. Logo, e interessante 
observar que quando \ < q < 1, o solido de revolugao considerado possui um volume finito, 
mas uma superffcie infinita. <> 


11.4 Integrals improprias em R 


Integrais improprias foram ate agora definidas em intervalos semi-infinitos, da forma [a, 00 ) 
ou (— 00 , b], 

Definiqao 11.2. Seja f : R —> M. Se existir um aei tal que as integrais improprias 


f(t)dt, f(t)dt 


a 

00 


existem, entao diz-se que a integral impropria J_ oQ f{t)dt converge, e 0 seu valor e definido 


como 


r> OO 


f(t)dt:= 


r> OO 


f(t)dt + 


f(t)dt. 


Exercicio 11.10. Mostre que afungao definida por 

1 f °° 2 

g(t):=—= e~^dx, t> 0 
J-00 

e bem definida. Isto e: a integral impropria converge para qualquer valor de t > 0. Em seguida, 
mostre que g e constante a . 

a Pode ser mostrado (ver Calculo III) que essa constante e 1. 


11.5 Em intervalos finitos 

Consideremos agora o problema de integrar uma fungao num intervalo finito, por exemplo 
da forma ]a,b], Aqui, suporemos que / :]a,b]-»Ie contfnua, mas possui uma desconti- 
nuidade, ou uma assfntota vertical em a. 

A integral de / em ]a,b ] sera definida de maneira parecida: escolheremos um e > 0, 
calcularemos a integral de Riemann de / em [a + e, b], e em seguida tomaremos o limite 
e ^ 0 + : 
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11.5. Em intervalos finitos 


CAPITULO 11. INTEGRAIS IMPROPRIAS 


Definigao 11.3. Seja f :]a, b] —» R umafungao contmua. Se o limite 



( 11 . 6 ) 


existir e for finite, diremos que a integral impropria J /(x) dx converge. Caso contrario, 
ela diverge. Integrals improprias para f : [a, b) —> R se definem da mesma maneira: 



(11.7) 


Exemplo 11.8. A fungao 4^ e contmua no intervalo ]0,1], mas possui uma assfntota vertical 
em x = 0. 



Para definir a sua integral em ]0,1], usemos uma integral impropria: 


1 dx f 1 dx 

0+ <Jx' e-.0 + J g V* 


lim {2-/x} 

e^0+ 1 J 


1 

e 


2 lim {1 — Ve} = 2 . 

e—>0+ 


Assim, apesar da fungao tender a +00 quando x —» 0 + , ela delimita uma area finita. o 

Exemplo 11.9. Suponha que se queira calcular a area da regiao finita delimitada pelo eixo 
x e pelo grafico da fungao /(x) = x(lnx) 2 (essa fungao foi estudada no Exercicio 8.6): 



Como /(x) nao e definida em x = 0, essa area precisa ser calculada via a integral impropria 

x(lnx) 2 dx. 


r 1 r 1 

x(lnx) 2 dx = lim 

e—>0+ 

0 + J 


A primitiva de x(lnx) 2 para x > 0 ja foi calculada no Exercicio 9.20: logo, 

j x(lnx) 2 dx = ||x 2 (lnx) 2 — |x 2 lnx + lx 2 || = \ — |e 2 (lne) 2 + |e 2 lne — \e 2 
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CAPITULO 11. INTEGRAIS IMPROPRIAS 


11.5. Em in tervalos finitos 


Pode ser verificado, usando a Regra de B.H., que lim e ^ 0+ e 2 (ln e) 2 = lim e ^ 0+ e 2 In e = 0, logo 


x(lnx) 2 dx = \ . 


' o+ 


o 


Exercicio 11.11. Estude as integrals improprias abaixo. Se convergirem, de os seus valores. 




InM 


dx 


3 - L 


oo 

0 + 


dt 

/e‘-l 
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CAPITULO 11. 
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Apendice A 

Solu^oes dos Exercfcios 


Capftulo 1 

1.1: (1) S = {0} (2) S = {±1} (3) Observe primeiro que 0 nao e solugao (a divisao por zero no lado esquerdo nao e nem definida). 
Assim, multiplicando por x e rearranjando obtemos x 2 + x — 1 = 0. Como A = 5 > 0, obtemos duas soluqoes: S = (Obs: o 

numero = 0.618033989... e as vezes chamado de razao aurea. Vejahttp: //pt .wikipedia.org/wiki/Proporqao_aurea) 

(4) Para ter (x + l)(x — 7) = 0, e necessario que pelo menos um dos fatores, (x + 1) ou (x —7), seja nulo. Isto e, basta ter x = — 1 ou x = 7. 

Assim, S = {—1,7}. Obs: querendo aplicar a formula x = ~ 6 ±v 2f~ — de qualquer jeito, um aluno com pressa pode querer expandir o 

produto (x + l)(x — 7) para ter x 2 — 6 x — 7 = 0, calcular A = (— 6) 2 — 4 ■ 1 ■ (—7) = 64, e obter S = { ~ ( ~ 2 *i'^ } = {—1> 7}- Mas alem 
de mostrar uma falta de compreensao (pra que expandir uma expressao ja fatorada!?), isso implica aplicar uma formula e fazer contas, o 
que cria varias oportunidades de errar!) (5) S = R (qualquer x torna a equaqao verdadeira!) ( 6 ) S = {0,1} (7) S = 0 ( 8 ) S = {— 3 } (9) 
S = { =:Z±2H } . 

1.3: Resposta: nao. Sejam a e b os catetos do triangulo. Para ter uma area de 7, e preciso ter ^ = 7. Para ter um perimetro de 12, 
e preciso ter a + b + Va 2 + b 2 = 12 (o comprimento da hipotenusa foi calculada com o Teorema de Pitagoras). Essa ultima expressao 
e equivalente a 12 — a — b = -Ja 2 + b 2 , isto e (tomando o quadrado em ambos lados) 144 — 24(a + b) + 2 ab = 0. Como b = esta 
equaqao se reduz a uma equaqao da unica incognita a: 6a 2 —43a + 84 = 0. Como essa equaqao tern A = —167 < 0, nao existe triangulo 
retangulo com aquelas propriedades. 

1.4: A= [-2,2], B = [0,1), C = (- 00 ,0), D = 0 , E = R, F = {1}, G = {0}, H = R + . 

1.5: (1) (-1, 00 ) (2) (- 00 , 5 ] (3) (—|, 00 ) (4) (0, 00 ) (5) (- 00 ,-1] U [1, 00 ) ( 6 ) 0 (7) 0 ( 8 ) R (9) (- 00 ,0] U [1, 00 ) Obs: aqui, 
um erro comum e de comeqar dividindo ambos lados de x < x 2 por x, o que da 1 < x. Isso da somente uma parte do conjunto das 
soluqoes, [1, 00 ), porque ao dividir por x, e preciso considerar tambem os casos em que x e negativo. Sere negativo, dividir por x 
da 1 > x (invertemos o sentido da desigualdade), o que fornece o outro pedaqo das soluqoes: (—oo,0]. (10) (— 00 , 2 ) U (3, 00 ) (11) 
(—oo,—7]U{0} (12) (—1,+1)U(2,+ 00 ) (13) [0, +oo[ (14) S = (— 00 ,—l]u(l,3]. Cuidado: tem que excluir o valor x = 1 para evitar 
a divisao por zero e a inequaqao ser bem definida. (15) Primeiro observemos que os valores x = 0 e x = —2 sao proibidos. Em seguida, 
colocando no mesmo denominador, queremos resolver . 2 + ,j > 0. Isso e equivalente a resolver x(x + 2) > 0, cujo conjunto de soluqoes 
e dado por (— 00 ,—2] U [0, 00 ). Logo, S = (— 00 ,—2) U (0, 00 ) (tiramos os dois valores proibidos). (7) S = (— 00 ,0) U (2, 00 ). (17) 
S = (—oo,—2] U [0, |] U [3, + 00 ). 

1.6: Um so: n = 1. 

1.7: Resolvendo 0 < 2x — 3 obtemos S 1 = [|, 00 ), e resolvendo 2x — 3 < x + 8 obtemos S 2 = (— 00 ,11]. Logo, S = S 1 nS 2 = [|,ll]e 
soluqao das duas inequaqoes no mesmo tempo. Mas esse intervalo contem os primos p = 2,3,5,7,11. Logo, a resposta e: 5. 

1.8: A expressao correta e a terceira, e vale para qualquer x e R. A primeira esta certa quando x > 0, mas errada quando x < 0 (por 
exemplo, y/ (—3 ) 2 = V9 = 3(/ —3)). A segunda tambem esta certa quando x > 0, mas -J~x nao e nem definido quando x < 0. 

1.9: (1) Observe que como um valor absoluto e sempre > 0, qualquer x e solu^ao de |x + 27| > 0. Logo, S = R. (2) Como no item 
anterior, |x — 2| > 0 para qualquer x. Logo, nao tem nenhum x tal que |x — 2| < 0, o que implica S = 0. (3) Para ter |2x + 3| > 0, a 
unica possibilidade e de excluir |2x + 3| = 0. Como isso acontece se e somente se 2x + 3 = 0, isto e se e somente se x = —|, temos 
S = R \ {— §} = (— 00 , — |)u (— |, + oo). (4) Considere primeiro o caso em que 3 —x > 0 (isto e x < 3). A inequaqao se torna 3 < 3 —x, 
isto e x < 0. Logo, S 1 = (— 00 ,0). No caso em que 3 — x < 0 (isto e x > 3), a inequaqao se torna 3 < —(3 — x), isto e x > 6 . Assim, 
S 2 = ( 6 , + 00 ). Finalmente, S = Sj US 2 = (— oo,0)u]6, + 00 ). (5) S = 0 ( 6 ) S = [—V5, V"2]. Observe que por (1.12), |x 2 — 1| < 1 se 
e somente se —1 < x 2 — 1 < 1. Assim, resolvendo separadamente as inequagoes —1 < x 2 — 1 e x 2 — 1 < 1 leva ao mesmo conjunto de 
soluqoes. (??) S = ( 3 ,2) U (2,4). 
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1.10: (1) < 0 se x < —5, > 0 se x > —5, nula sex = —5. (2) > 0 para todo x e R. (3) > 0 se x e R \ {5}, nula se x = 5. (4) > 0 se 
x 6 (—oo,—\Z 5 )u(a/ 5 , oo), < 0 se x e (—•/5, \75), nula se x = ±-/5 (5) > 0 se x 6 (—oo,— 8)u(2, 6 ), < 0 se x e (—8,2)u(6, oo), nula 
se x 6 {— 8 ,6}. Observe que a expressao nao e definida em x = 2. ( 6 ) > 0 se x £ (—1,1) U (1, oo), < 0 se x < —1, nula se x 6 {—1,1}. 

1.11: (1) {(x,y) : y > 0}, (2) {(x,y) : x < 0}, (3) {(x,y) : |x| < |y| < |}, (4) {(x,y) : x = 2}, (5) {(x,y) : y = -5}, ( 6 ) 
{(*,y) : y = -5}, (7) {(x,y) : 0 < x < 2}, ( 8 ) {P = (x,y) : d(P,(0,0)) = 1} = {(x,y) : x 2 + y 2 = 1}, (9) {P = (x,y) : d(P,(l,-2)) < 
2} = {(x,y) : (x — l ) 2 + (y + 2) 2 < 4}, 

1.12. R = (— , 100), T = (6, — |). 

1.13: (1) y = x, (2) y = 1, (3) x = -3, (4) y = -§x + (5) y = §x + 5. 

1.14: 



1.15: (1) r' : y = 5x + 10. (2) r ': y = |x - 9 

1.16: Comecemos com um exemplo: considere a reta r 1 de inclina^ao m 1 = j que passa pela origem. Qual e a equa^ao da reta r 2 , 
perpendicular a r ls que passa pela origem? 



Observe que se P 1 = (3,1) e r 1; entao o ponto P 2 = (—1,3) e r 2 , ja que o segmento OP 1 precisa ser perpendicular a OP 2 . Logo, a 
inclinagao de r 2 pode ser obtida usando o ponto P 2 : m 2 = 0 ^7 = — 3, o que prova m 2 = — — . Escolhendo qualquer outro ponto 

Pi = (x,y) em r lt obteriamos um ponto P 2 = (—y,x), e m 2 seria calculada da mesma maneira. 

Para uma reta de inclina^ao m 1 qualquer, podemos escolher P 1 = (1 ,m 1 ) e P 2 = (—mi,l), assim m 2 = j = — — e sempre 

verificada. 


1.17: r 2 e r 4 sao paralelas, e ambas sao perpendiculares a r 3 . 

1.18: (1) C = (0,-1), R = 3. (2) nao e circulo: —1 nao e um quadrado. (3) C = (3,0), R = 3. (4) nao e circulo: depois de ter 
completado o quadrado obtemos (x + j ) 2 + (y + \ = — 2 , que nao e um quadrado. (5) nao e circulo: depois de ter completado o 

quadrado obtemos (x + 1) 2 +y 2 = 0 (que poderia ser interpretado como um circulo de raio R = 0 centrado em (—1,0)). (6) nao e circulo 
(x 2 — y 2 = 1 e uma hiperbole ). 

1.19: Durante uma hora e quinze minutos, o ponteiro dos segundos da 75 voltas. Como uma volta representa uma distancia percorrida 
(pela ponta) de 2 x n x 20 ^ 125.66 centimetres, a distancia total e de ^ 9424.5 centimetres, o que corresponde a ^ 94.25 metros. 

1 . 21 : 
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1 99. M — d ( tan 0-tang) 
l.ZZ. n tanatan /3 

1.23: Todas essas identidades seguem da observaqao do circulo trigonometrico. Por exemplo, o desenho 








cos(7i — a) 


mostra que cos(rr — a) = — cos a e sen(rr — a) = sen a. Como consequencia. 


, . sen(7i — a) 

tan( 7 i — a) =---- = — tan a. 

cos(tt — a) 

Deixemos o leitor provar as identidades parecidas com n + a. Por outro lado, o desenho 



mostra que cos( § — a) = sen a e sen( J — a) = cos a. Como consequencia, 


. sen(f-a) cosa 1 
tan(J-a) =---=-=- 


= cotan a. 


cos(J — a) sen a tana 

1.25: (1.26) segue de (1.25) trocando fi por —fi e usando (1.19). Para provar (1.27), basta usar (1.26) da seguinte maneira: 

cos(a + fi) = sen( J — (a + /3)) 

= sen((f-a)-£)) 

= sen( f—a) cos/3 — cos( f — a) sen fi 
= cos a cos /3 — sen a sen /3. 


Para (1.28), 


tan(a + fi) = 


sen(a + /3) sen a cos fi + cos a sen fi tan a + tan /3 


cos(a + /3) cos a cos fi — sen a sen fi 1 — tan a tan/ 
A ultima igualdade foi obtida dividindo o numerador e o denominador por cos a cos fi. 


1.26: As duas primeiras seguem das identidades anteriores, com fi = a. A terceira obtem-se escrevendo: 

sen a = sen( 2 §) = 2 sen § cos § = 2 tan § cos 2 § = tan |(cosa + 1 ). 

Sera que voce consegue provar (1.33) somente a partir do circulo trigonometrico? 

A ultima, (1.34), se obtem facilmente a partir de cos(a±/3). Observe que a relaqao (1.34) e a base da tecnica chamada ring modulation 
em musica eletronica. 


1.27: A inclinaqao e dada por tan60° = tan | = \/3 (Exercicio 1.21). Logo, a equaqao e y = V3x — 1 — 2a/3. 

1.28: Observe que boa parte das equates desse exercicio possuem infinitas soluqoes! As soluqoes obtem-se essencialmente olhando 
para o circulo trigonometrico. (1) S = {§ ± kn, k 6 Z}. (2) S = {5 ± k27i} u ± k2n} (3) S = {J ± kn, k 6 Z}. (4) S = 
{±kn} U {j + 2kn}. (5) Observe que z:= senx satisfaz z 2 + §z — 1 = 0, isto e z = 5 ou —2. Como o seno somente toma valores entre 
—1 e 1, senx = —2 nao possui soluqoes. Por outro lado, senx = \ possui as soluqoes {f ± k2n} u ± lc27i}, como visto em (2). 
Portanto, S = ± k2n} U ± k2n}. ( 6 ) S — [ =^5] e as suas translates de ±2kn. (7)S = (^,^)u(^,^)eas suas translators 

de ±2kn. ( 8 ) Rearranjando obtemos sen(2x) = — o que significa 2x 6 ± 2kn} U {-^ ± 21 c 7 i}. Logo, S = ± fc 7 i} U {ij^ ± kn} 

(9) S = {kn, k e Z} u {§ + 2kn, k e Z} u {^ + 2kn, ke Z}. 
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Capftulo 2 

2.1: (1) D = R\ {-8,5} (2) D = R \ {0} (3) D = R (4) D = R (5) D = R \ [0, 5 } ( 6 ) D = [l,oo) (7) D = (- 00 ,-1] U [1, 00 ) ( 8 ) 
D = [1, 00 ) \ {2} (9) D = R \ {±1} (10) D = (—1,+1) (11) D = {1} (12) D = [0,1) (Atenqao: e necessario que 0 numerador e o 
denominador sejam bem definidos.) (13) D = R \ {| + kn, k e Z] (14) D =uniao dos intervalos [ k2n , n + k2n], para k e Z. (15) 
D = R + . Observe que apesar da funqao ser identicamente nula, o seu dominio nao e a reta toda. (16) D = {0} (e nao D = 0!). 

2.2: (1) x 2 e limitada inferiormente (M_ = 0) mas nao superiormente: toma valores arbitrariamente grandes quando x toma valores 
grandes. (2) Nao-limitada. De fato, tanx = , e quando x se aproxima por exemplo de J, senx se aproxima de 1 e cosx de 0, o 

que da uma divisao por zero. (De uma olhada no grafico da funqao tangente mais longe no capftulo.) (3) E limitada: p^-j- > 0 = M_, e 
como x 2 + 1 > 1, temos j = 1 = M + . (4) Limitada inferiormente (M_ = 0), mas nao superiormente: o dominio dessa funqao e 

(— 00 , 1 ), e quando x < 1 se aproxima de 1 , Vl — x se aproxima de zero, 0 que implica que . toma valores arbitrariamente grandes. 
(5) Observe que o denominador x 3 — x 2 + x — 1 se anula em x = 1. Logo, o dominio da funqao e R \ {1}. Fatorando (ou fazendo a 
divisao), x 3 -x 2 + x - 1 = (x - l)(x 2 + 1). Portanto, quando x / 1, = (:c _ 1 JC ^ Jf 1 2 +1) = ■ Como e limitada (item (3)), 

x 3-^i+x-i ® limitada. ( 6 ) Nao-limitada. Apesar de senx ser limitado por —1 e +1, o “x” pode tomar valores arbitrariamente grandes. 


2.3: (1) /(x) = -1, D = R (2) /(x) = -a/ 81 -(x-5) 2 -4, D = [-4,14]. (3) /(x) = -J 25-x 2 , D = (-4,4) (4) /(x) = -^25-x 2 , 
D =[0,5] 


2.4: 




2.5: A primeira curva e o grafico da funqao /(x) = -l sex < 1, /(x) = 2 — x se x > 1. A segunda nao e um grafico, pois os pontos 
— \ < x < 0 tem duas saidas, o que nao e descrito por uma funqao (lembra que uma funqao e um mecanismo que a um entrada x do 
dominio associa um (unico) numero/(x)). No entanto, seria possivel interpretar aquela curva como a uniao dos graficos de duas funqoes 
distintas: uma funqao / com dominio (— 00 , 0], e uma outra funqao g com dominio (— 00 ). A terceira e o grafico da funqao /(x) = 0 

se x e Z, /(x) = 1 caso contrario. 


2.6: (1) E par: /(-x) = ( _ Jc) ( 3 _f_^ ) s = _ (x 3 ^. 5) = fW- (2) E par: /(-x) = Vl-(-x ) 2 = -J 1-x 2 = /(x). (3) E impar: /(-x) = 

(—x ) 2 sen(—x) = x 2 (—senx) = —/(x). (4) E par: /(—x) = sen(cos(—x)) = sen(cosx) = /(x). (5) E impar: /(—x) = sen(sen(—x)) = 
sen(—senx) = —sen(senx) = — fix'). ( 6 ) E par: /(—x) = (sen(—x )) 2 — cos(—x) = (—senx ) 2 — cosx =/(x). (7) Nao e par nem impar, 
pois /(^) = v^2, /(—f) = 0. ( 8 ) Como /(x) = 0, ela e par e impar. 

2.7: (1) cresce na reta toda. (2) decrescce (estritamente) em (— 00 ,0], cresce (estritamente) em [0, 00 ). (3) decrescce (estritamente) 
em (— 00 ,0], cresce (estritamente) em [0, 00 ). (4) cresce (estritamente) na reta toda. (5) decrescce (estritamente) em (— 00 ,0), decresce 
(estritamente) em (0, 00 ). (6) crescce (estritamente) em (— 00 ,0), decresce (estritamente) em (0, 00 ). (7) crescce (estritamente) em 
(— 00 , |], decresce (estritamente) em [|, 00 . (Sera mais facil resolver esse item depois de saber esboqar o grafico de x — x 2 , veja o 
Exemplo 2.17.) ( 8 ) decrescce (estritamente) em (— 00 ,—1] e em [0,1], cresce (estritamente) em [—1,0] e [1, 00 ). 


2.8: Se a reta for vertical (x = a): g(x):=/(2a —x). Se a reta for horizontal (y = i>): g(x):=2b — /(x). 


2 . 10 : 


fM 



Observe que o periodo de / e n. Completando o quadrado, g(x) = —(x — 5) 2 + | : 
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Observe que a parabola corta o eixo x nos pontos soluqao da equaqao g(x) = 0, que sao 1± 2 V ^ . O grafico da funqao h ja foi esboqado no 
Exerclcio 2.10. Mas aqui vemos que ele pode ser obtido a partir do grafico de |x| por uma translaqao de 1 para baixo, composta por uma 
reflexao das partes negativas. Como i(x) e igual ao dobro de senx e j(x) a metade de senx, temos: 



i(x) 

JM 

-> X 

Completando o quadrado do numerador: k(x) = — 1- Portanto, o grafico pode ser obtido a partir do grafico de : 



2.11: A trajetoria e uma parabola. Resolvendo y(x) = 0 para x, obtemos os pontos onde a parabola toca o chao: Xj = 0 (ponto de 
partida), e x 2 = V " V|1 (distancia na qual a particula vai cair no chao). E claro que se o campo de gravitaqao e mais fraco (na lua por 
exemplo), g e menor, logo x 2 e maior: o objeto vai mais longe. Por simetria sabemos que a abcissa do ponto mais alto da trajetoria e 
x„ = ^ e a sua a bcissa e dada por y t = y(x„) = 2 ~jr- Observe que y t nao depende de V/,. O ponto (x„y,) pode tambem ser 

calculado a partir da trajetoria y(x), completando o quadrado. 

2.12: (1) Se /(x) = 1 - |x -1|, g(x) = |x|. 



Logo, S = [0,1]. Para (2), S = 0. (3) Se /(x) = |x 2 — 1| (veja o grafico do Exemplo 2.18), vemos que S = {—V2, 0) U (0, -/2). 

2.13: Tinta: Como a esfera tem superficie igual a 47tr 2 , temos T(r) = 40nr 2 (onde r e medido em metros). Concrete: Como o volume 
e dado por V = | nr 3 , o custo de concrete em funqao do raio e C(r) = 407tr 3 . Como a superficie s = 4nr 2 temos r = yfsf4n. Portanto, 
C(s) = 40tr(4) 3 / 2 . 

2.14: Por definiqao, d(P,Q) = i/(a— l) 2 + (b + 2) 2 . Como 2a + b = 2, temos d(a) = -\J |a 2 — 5a + 10, e d(b) = -Jsb 2 + 5. 

2.15: Perimetro: P{n, r) = 2nr sen(jj). Area: A(n,r)= jnr 2 sen(^). 

2.16: Suponha que o cone fique cheio de agua, ate uma altura de h metros. Isso representa um volume de V(h~) = ^(n/i 2 ) x h metros 
cubicos. Logo, h(V ) = (^j-) 1 ^ 3 . Assim, a marca para lm 3 deve Hear na altura h(l) ^ 0.98, para 2 metros cubicos, h{ 2) 1.24, etc. 
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2.17: Seja x o tamanho do primeiro pedaqo. Como os lados do quadrado medem §, a area do quadrado e jz. O circulo tem circunferencia 


L-x\2 _ (L-xy 


igual a L — x, logo o seu raio vale 4^, e a sua area ti(4 >^) 2 = 
domlnio eD = [0,l], 


. Portanto a area total e dada por A(x) = A + , e 0 seu 


2.18: Seja a o angulo entre AB e AC. Area: A(a) = sen § cos f = j sen a, com D = (0, n). Logo, (olhe para a funqao sen a), a area e 
maxima para a = |. 


2.19: A area pode ser calculada via uma diferenqa de dois triangulos: 



A(t)= V + t-f 


2.21: Como/(g(x))= g(/(x)) = temos (/°g)(0) = 1, (g°/)(0) = 1, (/og)(l)= 1, (g°/)(l) = Como/(g(/t(x))) = 

5^52 e ?i(/(g(x))) = ^ + 1, /(g(/t(-l))) = 1, /i(/(g(3))) = g. 


2.22: (1) sen(2x) =/(g(x)), onde g(x) = 2x,/(x) = senx. (2) ^ =/(g(x)), onde g(x) = senx,/(x) = ^. (3) sen(l) =/(g(x)), 
onde /(x) = senx, g(x) = §. (41 ond ef(x)=/x, g(x) = 1, /t(x) = tanx. 


2.23: 


(2x + 7 

(g°/)W=<x 2 

( 2 x 2 + l 


se x > 0 , 

se — V 3 < x < 0 , 

se x < —\/3. 


(2x + 4 

(/ og)(x)= | x + 3 

U 2 


se x > 3, 
se 0 < x < 3, 
se x < 0 . 


2.24: (1) Im(/) = R, (2) Im (/) = [-1,3], (3) Se p > 0 entao D = Re Im(/) = R. Se p < 0 entao D = R \ {0} e Im(/) = R \ {0} (4) 
Im(/) = [0, 00) se p > 0, Im(/) = (0, 00) se p < 0, (5) Im(/) = R\{0}, (6) Im(/) = (0, 00), (7) Im(/) = [1, 00), (8) Im(/) = (— 00 , 1 ], 
(91 Im(/) = [-1, 00), (10) lm(/) = R, (11) Im(/) = [-1,1], (12) Im(/) = (0,1], (13) Im(/) = [-§, §], (14) Im(/) = [~j=, j=\, (15) 

Im(/) = (0,1], De fato, 0 < £= 1- Melhor: se y e (0,1] entao y = yyyq possui uma unica soluqao, dada por x = ^ (16) 

Im(/) = (-oo,-l) u [l,oo). 

Para as funqoes do Exerclcio 2 . 4 : Im(/) = (0, 00), Im(g) = (— 00, 0], Im(h) = Z, Im(i) = [0,1), Im(j) = [0, 00). 


2.25: Se trata de achar todos osyeR para os quais existe pelo menos um x e R tal que /(x) = y. Isso corresponde a resolver a 
equaqao do segundo grau em x: yx 2 — 2x + 25y = 0 . Se y = 0 , entao x = 0 . Se y A 0 , x = 1 ± ^ ^ 25 —, que tem soluqao se e somente 
se |y| < 5 . Logo, Im(/) = [— 5 , 5]. O ponto y = 0 e 0 unico que possui uma unica preimagem, qualquer outro ponto de Im(/) possui 
duas preimagens. Isso pode ser verificado no grafico: 



2.26: Observe que se x e (—1,0), entao /(x) 6 (0,1). Por outro lado, se y e (0,1), entao existe um unico x 6 (—1,0) tal que /(x) = y : 
x = —y/l — y 2 . Logo, / -1 : (0,1) —» (—1,0), / - 1 (x) = — Vl — x 2 . 



rHy) 
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2.27: O grafico de —y eode j transladado de uma unidade para a esquerda. 0 conjunto imagem e (0, oo). De fato, para todo 
y 6 (0, oo), a equaqao y = yqry possui uma solu^ao dada por x = ^-y~- Logo, / -1 : (0, oo) —> (—1, oo), / - 1 (x) = . 

2.28: Para verificar que / -1 (—y) = —/ - 1 (y), usemos a definigao: seja x o unico x tal que / -1 (—y) = x. Pela definigao de funqao 
inversa ((/ °/ _ 1 )(y) = y), aplicando / temos —y = /(x). Portanto, y = —/(x) =/(—x) (pela imparidade de /). Aplicando agora / -1 
obtemos / - 1 (y) = —x, isto e, x = —/ - 1 (y). Isso mostra que / -1 (—y) = —/ - 1 (y). 

2.29: Exemplos: (1) /(x) = bx (2) /(x) = a + (b — a)x (3) /(x) = tan |x, ou/(x) = . _^ 2 — 1 (4) /(x) = tan(|(x — |)) 

2.32: lS = (^,+oo)2S = [0,l]2S = {-§} 

2.33: Por definiqao, seny = §. Logo, cosy = + y/1 — sen 2 y = | (a raiz positiva e escolhida, ja que y e (0, J)). Portanto, tany = |. 
2.34: (1) [-1,1], (2) (3) (-1,1), (4) (-oo,--L] U [+oo). 

2.35: Seja A a posigao do topo da tela, B a sua base, e Q o ponto onde a parede toca o chao. Seja a o angulo APQ e /3 o angulo BPQ. 
Temos tana = |, tan/3 = |. Logo, em a): 0(x) = arctan f — arctan |. Em b), 0(x) = arctan f — arctan 

2.36: (1) x = i (2) x = -/3 + 1 (3) x = | (4) x = ^ 

2.37: (1) cos(2arcosx) = 2cos 2 (arcosx) — 1 = 2x 2 — 1 (2) cos(2arcsinx) = 1 — 2sen 2 (arcsenx) = 1 — 2x 2 (3) sen(2arcosx) = 
2 sen(arcosx)cos(arcosx) = 2 x\/l — x 2 (4) cos(2arctanx) = 2cos 2 (arctanx)— 1 = (5) sen(2arctanx) = ( 6 ) tan(2arcsenx) = 

2x yj 1— X 2 
1—2x 2 


2.38: Chamando a = arcsenx, /3 = arcosx, temos x = sen a, x = cos/3: 



Capftulo 3 

3.1: Todos os graficos podem ser obtidos por transformaqoes de 2 X , 3 X e (|) x : 


3 * -1 



3.2: (1) S = {0,2}. (2) Tomando a raiz: 2 X = ±4, mas como a fun^ao exponencial somente toma valores positivos, 2 X = —4 nao possui 
soluqoes. Logo, S = {2}. (3) Escrevendo a inequa^ao como 2* +1 < 2 4 , vemos que S = {x:x + 1<4} = (—oo,3], (4) S = (—2, oo). (5) 
S = (—oo,0) U (1, oo). (6) S = (log 20 oo). 
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3.3: Se z = log Q (x y ), entao z satisfaz a 3 = x y . Por (3.8), podemos sempre escrever x como x = a logaX , o que permite escrever 
x y = (a 10 * 0 *)-*' = a ylo s-*. Assim temos a z = a ylogaX , o que implica z = y log Q x. Se z = log 0 j, entao 


a 


z 


X 

y 


a lo & * 
a l°Say 


= a log 0 X-log„y 


logo z = log 0 x — log a y. 

3.4: log 4 16 = 2, log n 1 = 0, log 2 i = - 4 , log , 8 = -3, 7 21 °^ 5 = 25. 

2 

3.5: Se N{n ) e o numero de baratas depois de n meses, temos iV(l) = 3 ■ 2, N(2) = 3 • 2 ■ 2, etc. Logo, N(n) = 3-2". No fim de julho se 
passaram 7 meses, logo sao N(7) = 3 • 2 7 = 384 baratas. No fim do mes seguinte sao 384 x 2 = 768 baratas. Para saber quando a casa 
tera mais de um milhao de baratas, e preciso resolver N(n) > 1000000, isto e, 3-2" > 1000000, que da n > log 2 ( 1000000/3) = 18,34..., 
isto e, no fim do 19-esimo mes, o que significa julho de 2012... 

3.6: (1) D = (—2, oo) (2) D = (—oo,2) (3) Para log 6 (l —x 2 ) ser definido, precisa 1 —x 2 > 0, que da (—1,1). Por outro lado, para evitar 
uma divisao por zero, precisa log 6 (l — x 2 ) / 0, isto e, 1 — x 2 / 1, isto e, x / 0. Logo, D = (—1,0) U (0,1). (4) D = (0,7] (5) D = (0,8) 
( 6 ) D = (—i,oo) (7) D =R* 

3.7: (1) S = {-3}, (2) S = {997}, (3) S = {0,1}, (4) S = { }, (5) S = 0, ( 6 ) S = {-f }. (7) S = (- 00 ,- 1 ), ( 8 ) S = (-1,0)u(2,3), 

n 

3.8: As populates respectivas de bacterias depois de n horas sao: N A (n) = 123456- 3 24, ]V B (n) = 20 ■ 2". Procuremos o n t tal que 
N A (n) = N b (n), isto e (o logaritmo pode ser em qualquer base): 

log 10 123456 — log 10 20 
n* = --215— = 13,48.... 

lo gio 2 -24 lo Sio 3 


Isto e, depois de aproximadamente 13 horas e meia, as duas colonias tem o mesmo numero de individuos. Depois desse instante, as 
bacterias do tipo B sao sempre maiores em numero. De fato (verifique!), jV A (n) < N B (n~) para todo n > n t . 

3.9: Se y 6 R* , procuremos uma soluqao de y = 44r. Essa equaqao se reduz a (3 *) 2 + 2 ■ 3 X — y = 0, isto e 3 X = — 1 ± *J\ + y. Como 
y > 0, vemos que a solugao positiva da uma unica preimagem x = log 3 (—1 + y'l +y) 6 R. Logo / e uma bijeqao e f~ l : R* —> R e dada 
P°r/ -1 (y) = log 3 (-l + pi+y). 

3.10: (1) Se r = 5%, C n = C 0 ■ 1,05". Logo, seu eu puser 1000 hoje, daqui a 5 anos terei C 5 ^ 1276, e para ter 2000 daqui a 5 anos, 
preciso por hoje C 0 ^ 1814. Para por 1 hoje e ter um milhao, preciso esperar n = logj 05 (1000000/1) ^ 283 anos. (2) Para ter um lucro 

log 10 1,6 

de 600 em 5 anos, comegando de 1000, preciso achar o r tal que 1000+600 = 1000(l + r/100) 5 . Isto e, r = lOOx (10 s — 1) ~ 9 , 8 %. 

3.11: (1) Um pacote de 500 folhas A4 para impressora tem uma espessura de aproximadamente 5 centimetros. Logo, uma folha tem uma 
espessura de E 0 = 5/500 = 0,01 centrimetros. Como a espessura dobra a cada dobra, a espessura depois de n dobras e de E n = E 0 2 n . 
Assim, £ 6 = 0,64cm, E 7 = 1.28cm (1) a) Para ter E n = 180, sao necessarias n = log 2 ^ 14 dobras, b) A distancia media da terra a lua 
e de D = 384'403km. Em centimetros: D = 3,84403 x 10 10 cm. Assim, depois da 41-esima dobra, a distancia terra-lua ja e ultrapassada. 
Observe que depois desse tanto de dobras, o a largura do pacote de papel e microscopica. 

3.12: Se uma fonte e de 120dB, a potencia P que ela produz se acha isolando P em 120 = 10 ■ log 10 (p+), o que da P = 10 _ 2 W/m 2 . 
Como duas fontes produzem o dobro da potencia, isto e 2 P, o que representa 

L = 10 ■ log 10 (—— ) = 120 + log 10 2^ 120.3dB 

‘min 


3.13: Para ter N T = ^r, significa que e~ aT = 5 . Isto e: T = +. Depois de duas meia-vidas, W 2r = N 0 e~ x 2 = ^ (> 0: logo, duas 

meia-vidas nao sao suficientes para acabar com a substantia!). Para quatro, N 4T = Depois de k meia-vidas, JV^ r = depois de um 
numero qualquer de meia-vidas, sempre sobre alguma coisa... Para o uranio 235, a meia-vida vale T = 1 ° 2 _i U , isto e aproximadamente: 

700 milhoes de anos. 

3.14: (1) S = {—e 2 } (2) S = {±1} Obs: aqui, se escrever ln(x 2 ) = 21nx, perde-se a soluqao negativa! Lembre que ln(x y ) = y lnx vale 
se x e positivo! Entao aqui poderia escrever ln(x 2 ) = ln(|x| 2 ) = 21n|x|. (3) S = {e - 5 — 1} (4) S = 0 (5) S = ... ( 6 ) S = (—oo, |) (7) 
S = (-oo,-i)u(-|,oo) ( 8 )S = (—oo, —j)u(j,oo) (9) S = {-5,-2,-1,2} (10) S = (0,e _1 ] U [1, + 00 ) 

3.15: (1) Nem par nem impar. (2) Nem par nem impar (aqui, tem um problema de dominio: o dominio do In e (0, 00 ), entao nem faz 
sentido verificar se ln(—x) = ln(x)). (3) Par: e l x> 1 x > = e x x . (4) Par. (5) Impar. ( 6 ) Par (cuidado com 0 dominio: R\ {0}) (7) Par. 
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3.16: Sabemos que o grafico de (~jj 2 ® obtido transladando o de de uma unidade para direita. 


x 




Ao tomar o logaritmo de g(x), /(x) = ln(g(x)), e bom ter o grafico da fun^ao lnx debaixo dos olhos. Quando x e grande (positivo ou 
negativo), g(x) e proximo de zero, logo f(x) vai tomar valores grandes e negativos. Quando x cresce, g(x) cresce ate atingir o valor 
1 em x = 0, logo /(x) cresce ate atingir o valor 0 em 0. Entre x = 0 e x = 1 (x < 1), g(x) diverge, logo /(x) diverge tambem. Entre 
x = 1 (x > 1) e x = 2, g(x) decresce ate atingir o valor 1 em x = 2, logo /(x) decresce ate atingir o valor 0 em x = 2. Para x > 2, 
g(x) continua decrescendo, e toma valores que se aproximam de 0, logo /(x) se toma valores negativos, e decresce para tomar valores 
arbitrariamente grandes negativos. 



Observe que e tambem possivel observar que /(x) = —2In |x — 1|, e obter o seu grafico a partir do grafico da funijao In|x|! 

3.17: Lembramos que yel pertence ao conjunto imagem de / se e somente se existe um x (no dominio de /) tal que /(x) = y. Ora 
= y implica e x = Para ter uma soluqao, e necessario ter > 0. E facil ver que > 0 se e somente se y e (0,1). Logo, 
Im(/) = (0,1). 

3.18: Por exemplo, senh(—x) = ———- = e ^ ~ ~‘ x ~i — = — senh(x). 


Capftulo 4 

4.1: Em cada caso, fixemos uma tolerancia e > 0 e procuremos resolver uma desigualdade elementar. (1) Observe que ^ > 0 para 
todo x > 0. Seja e > 0. Procuremos quais sao os x > 0 grandes, positivos, para os quais 0 < ^ < e. Resolvendo a desigualdade 
achamos: x > ^. (2) Seja e > 0. Procuremos resolver 0 < < e, que da x > A. (3j Observe que < 0 quando x for grande, 

positivo. Fixemos e > 0, e procuremos resolver —e < < 0, e achamos x > 3 + |. 


4.3: Vamos mostrar que 


lim 


2 x — 1 


->°o3x + 5 3 

Para isso fixemos uma tolerancia e > 0 (arbitrariamente pequena), e verifiquemos que 


(A.1) 


I 2x - 1 21 

-< e 

I3x + 5 31 

vale sempre que x for tornado suficientemente grande. Para come^ar, calculemos o valor absoluto da diferemja: 


2 x — 1 2 

= 

-13 

13 1 

3x + 5 3 

3(3x + 5) 

3 3x + 5 


Agora resolvemos a desigualdade (para x grande, positivo) 


(A. 2) 


13 1 

-< e , 

3 3x + 5 

e achamos a solugao: x > 13e — 15. Assim, provamos (A.l). Deixamos o leitor tratar o limite x —» — oo. Usando um computador, 
podemos verificar que de fato, os valores de , longe da origem, se aproximam de |: 
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4.4: (1) Vamos mostrar que o limite e |. Calculemos entao | — g | = ^5 ■ Seja e > 0. Para ter — e > podemos tomar x> N, onde 

1V = i . Logo, como isso pode ser feito com qualquer e > 0, isso mostra que lim x _, ±00 = 1. (2) Como a funqao e constante e igual 

a 1 nos positivos, temos Hindoo /(x) = 1. Observe aqui que para qualquer tolerancia e > 0, podemos sempre tomar o mesmo N, por 
exemplo N = 0. De fato, para todo x > 0, |/(x) — 1| = 0 < e, qualquer que seja a tolerancia. Esse exemplo mostra que uma funqao pode 
coincidir com a sua assi'ntota. (3) Como a funqao e a divisao de 1 por um numero grande, o limite deve ser zero. De fato, seja e > 0. 
Precisamos mostrar que 

1 1 I 

Hi-i - - 6 

I x 2 + sem x I 

para todo x suficientemente grande. Mas como nao da para resolver essa desigualdade (isto e: isolar o x), podemos comeqar observando 

que I ,, 1 I < -r, e procurar resolver A < e. Vemos que se x > lV:=e -1 / 3 , entao essa desigualdade sera verificada, e I ,, 1 , I < e. 
n Ix^+sen^xl r x J n ’ 0 ’ I x J +sen z x I 

Isso mostra que lim x _ (00 x3+ ^ 2x = 0- 


4.5: Seja e > 0. Queremos mostrar que < e para todo x suficientemente grande. Como lim-^oo/Cx) = ± 00 , sabemos que se 
A = entao existe N tal que /(x) > A para todo x> N (em particular, /(x) > 0 para esses x). Mas isso implica tambem ^ = e, 

o que queriamos. 


4.7: Cl) Como lim x _ ±00 ^ = 0 para qualquer q > 0, usando (4.6) da lim x ^ ±00 { \ + jz + = 0. (2) lim x ^ ±00 = 1 (3) 

lim x _, ±00 = —1. (4) Colocando x 3 em evidencia e usando (4.8), 


lim 

x—»±oo 


2 x 3 + x 2 + 1 
x 3 +x 


= lim 

x—>±oo 


* 3 (2+jH jr) 
* 3 (1 + ^) 


= lim - 

x—»±oo 


l+t3 


2 

T 


= 2 . 


(5) lim x _, ±00 H 2 = 0 ( 6 ) Colocando x 4 em evidencia no denominador, x 2 no numerador, = x 2 * 4 4 . Como x 2 —» 00 e que a 

X^+X x +4 lH—^ 

fraqao tende a 1, temos lim x ^ ±00 = 00 . (7) “lim x _ ( _ 00 nao e definido. Por outro lado, colocando <J~x em evidencia, 


,. Vx + 1 ,. 'J 1 + \ 

lim ——— = lim - 

C —* + 00 yHc x—» + 00 1 


= 1 . 


( 8 ) Lembrando que Vx 2 = |x| (Exercicio 1.8!), temos V ' 4 X 2+1 = ^ x * 2 ~ 

\J 4+ ^2 = 1/4 = 2 , temos lim x ^ ioo 


li m X ->i 

Assim, 


. y = ±1. Como lim v 


= 111 yj 4+ Jj. Como 111 = +1 sex > 0, = — 1 sex < 0, temos 
V ' 4 X 2+1 = ±2. (9) Do mesmo jeito, -Jx 2 + 3 = |x|^/l + 


3x + 2 _x 3 + | 

i/I 2 T3-4 ~~ \x\ ± 

V 1 + * 2 |x| 


Como lim x ^ ioo jlj = ±1, e que a razao tende a 3, temos 


,. 3x + 2 

lim - 

x^+00 Vx 2 + 3 —4 


= +3, 


lim 


3x + 2 
°° i/x 2 + 3 — 4 


= —3. 


(10) O limite x —> —00 nao e definido, e lim x _ >+00 = 1. (11) lim x ^ ±00 = 0 (12) lim x ^ ±00 Vx 2 + 1 = +00 (13) Como 

= 2 ~ x , temos lim x _, +00 ^ = 0, lim x _ ( _ 00 ^ = + 00 . (14) lim x _, +00 e e -~H° = — 00 , lim x _ ( _ 00 e = 0. (15) Primeiro mostre 
(usando os mesmos metodos do que os que foram usados nos outros itens) que lim x _, ±00 (l + = 1. Em seguida, observe que se z 


se aproxima de 1, entao ln(z) se aproxima de ln(l) = 0. Logo, lim x _, ±00 ln(l + = 0. Obs: dizer que “se z se aproxima de 1, entao 

ln(z) se aproxima de ln(l)” presupoe que a funqao In e contmua em 1. Continuidade sera estudada no fim do capitulo. (16) Escreve 


(1 + e x ) = e x (l + e~ x ), logo 


ln(l+e*) _ lne y , ln(l+e 


) _ j _l_ ln(l+e 


Mas lim v 


ln(l+e x ) _ 


= 0 , logo lim x 


lnCl+e^) _ 


= 1. Por outro 
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lado, ln(l + e x ) —» 0 quando x —» — oo, logo lim^^oo ln ^ 1 ^' e ^ = 0. (17) Como j = 0 temos, lim x ^ ±00 e* = e° = 1. (18) 

sen 2 x" nao existe. (19) lim x _, ±00 arctanx = ± j. (20) Por definiqao, senhx = —. Para estudar x —» oo, coloquemos 

e x em evidencia: — = e x —%—. Como e x —> oo e 1 — e~ 2x —» 1 temos lim^oo senhx = +oo. Como senhx e (mpar, temos 


2 — c 2 

lim-^-oo senhx = —oo. (21) lim x _, ±00 coshx = +oo (22) Para estudar, x 
lim x _, +00 tanhx = +1. Como tanh e (mpar, lim^^oo tanhx = —1. 


oo: tanhx = 


e _ e i—e _ i—e 

e~ x ~ e x -l+e- 2 x ~ i+ r 2 x> 10 5° 


4.8: Pelo grafico de x —> tanhx, vemos que V(t) cresce e tende a um valor limite, dado por 


Mim = Mm V(t) = 
t—*oo 


1 lim tanh 

k t >oo 



Vimos no Exercicio 4.7 que lim x _ (00 tanhx = 1. Portanto, 



Observe que V(t) < V[ im para todo t, entao o paraquedista nunca atinge a velocidade limite, mesmo se ele cair um tempo infinito! Com 
os valores propostos, Vj im = y/80- 9,81/0.1 as 89m/s as 318km/h. 


4.9: (1) lim x _ >00 (7 — x) = —oo, lim x ^_ 00 (7 — x) = +oo. (2) “lim x _, +00 Vl — x” nao e definida, pois o dominio de Vl — x e (— oo, 1], 
lim x _ ( _ 00 Vl — x = +oo. ( 3 ) Como lim x _, ±00 x = ±oo, e que cosx e limitado por —1 < cosx < 1, temos lim x _, ±00 x + cosx = ±oo. 
(4) —oo. (5) 0. (6) +oo. (7) —oo (8) +oo (9) Esse item (e o proximo) mostram que argumentos informais do tipo “x 2 + lax 2 
quando x e grande” nao sempre sao eficazes! De fato, aqui daria Vx 2 + 1 — Vx 2 — x as Ax 2 — Ax 2 = 0... (10) |. (11) Aqui nao precisa 
multiplicar pelo conjugado: pode simplesmente colocar Ax em evidencia: A2x— Vx + 1 = A*(A2— yj 1 + i). Como A* —> oo e 
A 2 — 1 + j —> A2— 1 > 0, temos A*(A2— \J 1 + i) —> +oo. (12) — oo (Obs: pode observar que e x — e 2x = z — z 2 , em que z = e x . 

Como z —» oo quando x —» oo, temos z — z 2 —> oo, como no item (4).) (13) Como lnx — ln(2x) = —ln2, o limite e —ln2. (14) 
lim^oollnx — ln(x + 1)} = linc,.^^ ln( = lnl = 0. 


4.10: (1) Para todo x, —1 < cos(x 2 + 3x) < +1, logo 0 < 1+cos (* +3x) ^ 2 _ c omo 2^ tende a zero, lim, 


X —COS X 1— 

e~ x senx < e~ x e lim 


, e como lim x _ (00 = o, lim x _ (00 = 0 (mesmo metodo), temos que lim 


^c o 1±£2£^+M =0 . (2D Como 

x+senx _ 1 C35 Como _ e -x < 


*~L*J _ 0 


x—*oo x—COSX 


(5) Como < 


arctan(senx) < e lim^oo tjt: = 0, o limite procurado e 0. (6) Para todo x, --V-. < < D-x- Como 


lim x _ (00 = 0 , o limite procurado vale 1 . 


4.11: A divisao da = x 3 +x 2 + x + l. Logo, como cada termo tende a 1, lirn^ji = 4. No caso geral, yrrp =x n 1 1-hx + 1. 

Como sao n termos e que cada um tende a 1, temos lim x _ (1 ± = n. 

4 . 12 : lim x _o+ /O) = lim x _o+ | = 0 , lim x _ 0 - /OO = lim x _ 0 - f = 0 . lim x _ 2 + /(x) = lim x _ 2 + 5-x = 3 . lim x _ 2 - /(x) = lim x ^ 2 - § = 
1, logo / e descontinua em x = 2. lim x _ >5 + /(x) = lim x _, 5 + 5 — x = 0, lim x _, 5 -/(x) = lim*^- 5 — x = 0. 


4.13: Escolha um ponto a 6 R qualquer. Como os racionais diadicos sao densos em R, existem infinitos diadicos x D > a, arbitrariamente 
proximos de a, tais que /(x D ) = 1. Mas existem tambem infinitos irracionais x ; > a arbitrariamente proximos de a tais que f(x f ) = 0. 
Portanto, f(x) nao pode tender a um valor quando x —> a + . O mesmo raciocinio vale para x —» a~. Logo, a funqao / nao possui limites 
laterals em nenhum ponto da reta. 


4.14: lim i + /(x) = lim i-/(x) = 0, lim i + /(x) = lim 1 -f(x) = 0. lim x _ ( 1 +/(x) = 1, lim T _ ( 1 -/(x) = 0. Para n e Z, 

x —*2 x ~*2 *-»3 x ->3 

lim x _, n + /(x) = n, lim x _, n - /(x) = n — 1. (Pode verificar essas afirmaqoes tambem no seu esboqo do Exercicio 2.4!) 

4.15: (1) 0 (2) 0 (O limite e bem definido, no seguinte sentido: como Ax e definida para x > 0, o limite somente pode ser do tipo 
x —» 0 + .) (3) 1 (4) | (5) 1 (6) Sabemos que = +1 se x > 4, e = —1 se x < 4. Logo, lim x _, 4 + = +1, lim x _, 4 - = — 1, mas 

lim x _, 4 nao existe. (7) —1 ( 8 ) — j (9) Como lnx muda de sinal em 1, e preciso que x tenda a 1 pela direita para vTnx ser bem 
definida, e escrever esse limite como lim x _ (1 + Vlnx = 0. lirn^j- Vlnx nao e definido. (10) Nao definido pois Vx — 2 nao e definido 
perto de x = — 2 . 

4.16: No primeiro caso, podemos comparar 0 < /(x) < x 2 para todo x. Logo, pelo Teorema 4.2, lim x _, 0 /(x) existe e vale 0. No 
segundo caso, lim x _ (0 - g(x) = lim x _, 0 - = 1, e lim x _, 0 + g(x) = lim x _, 0 + sen(^ + x) = sen f = 1. Logo, lim x _, 0 g(x) existe e vale 1. 

4.17: (1) -4. (2) 6 . (3 )-\. (4) (5) 0. ( 6 ) 
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4.18: Observe que quando x —»—2, o denominador tende a 0. Para o limite existir, a unica possibilidade e do numerador tambem tender 
a zero quando x — > —2. Mas como 3x 2 + ax + a + 3 tende a 15 — a quando x — » —2, a precisa satisfazer 15 — a = 0, isto e: a = 15. Neste 
caso (e somente neste caso), o limite existe e vale 

3x 2 + 15x + 18 (3x + 9)(x + 2) 3x + 9 

lim --- lim —-—-— = lim -=—1. 

x—*—2 X 2 +X — 2 x—t—2 (x —l)(x + 2) x—*—2 X — 1 


4.19: (1) Como temos lim x _ >0 = 1. (2) Como = cosx, temos lim x _, 0 jfjjf = 1. (3) Como sen2x -^0e 

cosx —> 1, temos lim x _, 0 7^737 = T = 0 (nao e um limite do tipo “§”). (4) Como = 2 55 ^, temos lim^o 37557 = 2. (5) Como 


1 —cosx _ 1 —cosx 1 + cosx _ 1 —cos 2 x 1 _rsenx'.2 1 
x 2 x 2 1 + cosx x 2 1 + cosx x 2 1 + cosx’ 

temos lim x _, 0 1 ~^° s * = (l) 2 • \ = |. (6) +oo (7) lim x _, 0 + sen x * ^ = lim x _, 0 + x • sel ^l - =0-1 = 0. 

4.20: “lim x _ >a +/(x) = + oo” significa que /(x) ultrapassa qualquer valor dado (arbitrariamente grande), desde que x > a esteja 
suficientemente perto de a. Isto e: para todo M > 0 (arbitrariamente grande), existe um 5 > 0 tal que se a < x < a+ 5, entao f(x) > M. 
Por outro lado, lim x _, a + /(x) = — oo significa que para todo M > 0 (arbitrariamente grande), existe um 5 > 0 tal que se a < x < a + 5, 
entao /(x) < —M. 


* 2 = 7+2- L °go, lim*-, 2 +■ 12 


= z, e (5) lim x 


4.21: (1) 5 (2) 1 (3) +oo (4) Observe que enquantox 2 —4 > 0,— -- --r,._ __ x __ , 

H 4 (V^4)2 X+2 (^2-4)2 ^ " " (^2-4)2 

-oo (6) -oo (7) Nao e definido. (8) lim t ^ 0+ ^ = +oo, lim t _ 0 - ^ = -oo (9) lim t _ 0 ± ^ = lim t _ 0 ± Jr r = 1. (10) Nao existe, 
porque quando t —» 0 + , sen | oscila entre +1 e —1, enquanto 1 tende a +oo: 



(11) lim ! ._ (0 + 9 2 = +oo, lim 2 ^ 0 - 9- = 0. (12) +oo (13) —oo (14) 1 (veremos mais tarde como calcular esse limite...) 
4.22: A funqao v >-> m v tern dominio [0, c), e a reta v = c e assintota vertical: 

m v = +oo 



4.23: Observe que lim x ^ ±00 /(x) = +1, logo y = 1 e assintota horizontal. Por outro lado, lim x _ >1 + /(x) = +oo e lim^j- /(x) = —oo. 
Portanto, x = 1 e assintota vertical. Temos entao: 1) o grafico se aproxima da sua assintota horizontal em —oo, e ele tende a —oo 
quando x —» 1 _ , 2) o grafico se aproxima da sua assintota horizontal em +oo, e ele tende a +oo quando x —» 1 + . Somente com essas 
informaqoes, um esboqo razoavel pode ser montado: 


y=i 




Observe que pode tambem escrever = Jy + 1, logo o grafico pode ser obtido a partir de transformaqoes elementares do grafico de 
l 

X **• 
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4.24: (1) D = R, sem assintotas. (2) D = R \ {—1}. Horiz: y = 0, Vertic: x = —1. (3) D = R \ {3}. sem assi'ntotas. (4) D = R \ {0}. 
Horiz: y = 2, Vertic: x = 0. (5) D = R\ {—3}. Horiz: y = —1, Vertic: x = —3. (6) D = R\ {0}. Horiz: y = 1, Vertic: nao tem. (7) 
D = (—oo,2). Horiz: nao tem, Vertic: x = 2. ( 8 ) D = R\ {0}. Horiz: nao tem, Vertic: x = 0. (9) D = R\ {0}. Horiz: y = 0, Vertic: 
nao tem. (10) D = R\ {0}. Horiz: y = 0, Vertic: x = 0. (11) D = R. Horiz: y = 1, Vertic: nao tem. (12) Para garantir 1 — x 2 > 0, 
D = (—1,1) Horiz: nao tem (ja que o dominio e (—1,1)...), Vertic: x = —1 (porque lim^-jr ln(l — x 2 ) = —oo), x = +1 (porque 
lim x _, +1 - ln(l — x 2 ) = — oo). (13) D = (—1,1). Horiz: nao tem, Vertic: x = —1, x =+1. (14) D = R\ {±1,3}. Horiz: y = 0, Vertic: 
x = +1, x = —1. (15) D = (—1, +1) \ {0}. Horiz: nao tem, Vertic: x = 0. (16) D = R \ {0}. Horiz: y = +1, y = —1, Vertic: x = 0. (17) 
D = (—1,1). Horiz: nao tem, Vertic: x = —1, x = +1. (18) D = R \ {0}. Horiz: y = 1 (a direita), y = 0 (a esquerda), Vertic: x = 0. 

4.26: Por exemplo: /(x) = °u /(x) = ^ + 3^3 - 


sen(3x) _ sen(3x) 


4.27: (1) Comz:=x—1, lim^j s ™^ 3 lj = lim „^ 0 3T = 3 - ( 2 ) I (Escreve 
limj ._, 0 2=7 = | • (4) Com h:=x — a, lim x _, a * x ~° = lim^o ^ a+h l = tia n_1 . (5) Chamando t := -/x. 


If-) (3)Comz:=x+l,lim x ^_ 1 


lim 


x — 4 


= lim 


t 2 —4 


= iim T——TQ——T = iim ^ + 2 ) 


->4 X — •/x — 2 t—*2 t 2 — t — 2 t—*2 (t — 2)(t + 1) t—*2 (t + 1) 


4 

3 ' 


( 6 ) Comz:=j, temos (lembre o item (22) do Exercicio 4.7) lim x _ >0 + tanh y = lim_^ +co tanhz = +1, lim x _, 0 - tanh i = lim^.oo tanhz = 
—1. (7) Com a mesma mudanqa, lim x _, 0 ± x tanh i = lim z ^ ioo | tanhz = 0 • (±1) = 0. 


4.28: Pela formula (3.13) de mudanqa de base para o logaritmo, log a (l + h) = ^ 5 ^. Logo, por (4.25), 

log a (l+fr) 1 ln(l + h) 1 


lim - 

h—*0 


1 ln(l + h) 

-— lim--- 

In a h->o h 


In a 


Por outro lado, chamando z:=a x , x —> 0 implica z —> 1. Mas x = log a z, logo 


lim ——- = lim ^—- 
x->0 X Z ->1 log a Z 


1 


lim.^! 


logflZ 

z—1 


Definindo h:=z — 1 obtemos lim.^j = lim (,_, 0 log ^^ 1+h - 1 = ji-, o que prova a identidade desejada. 


4.29: (1) 00 (2) 00 (3) 0 (4) 00 (5) 0 ( 6 ) 1 


4.30: lim x _, 0 -/(x) = lim x _, 0 -(2x + 2) = 2, lim x _, 0 +/(x) = lim x _, 0 +(x 2 — 2) = —2, Ja que esses dois limites laterais sao diferentes, 
lim x _, 0 /(x) nao existe. lim x _, 2 -/(x) = lim x _, 2 -(x 2 — 2) = 2. lim x _, 2 + f ( x ) = lim x _ > 2 + 2 = 2. Como lim x _, 2 -/(x) = lim x _ >2 + /(x), 
lim x _, 2 /(x) existe e vale 2 . 



4.31: O ponto Q e da forma Q = (A, A 2 ), e Q —> O corresponde a A —> 0. Temos M = (j, 4j-). E facil ver que a equaqao da reta r 
e y = — jX + + j. Logo, R = (0, ^ + j). Quando Q se aproxima da origem, isto e, quando A se aproxima de 0, A 2 decresce, o 
que significa que R desce. Quando A —» 0, R — »(0, 2 ). (Pode parecer contra-intuitivo, ja que o segmento OQ tende a hear sempre mais 
horizontal, logo o segmento MR fica mais vertical, a medida que Q —> O.) 

4.32: 



219 


Calculo 1, Versao 1.02 (26 de fevereiro de 2015). Sugestoes, crfticas e corregoes: sacha@mat.ufmg.br 



APENDICE A. SOLUCOES DOS EXERCICIOS 


Como um setor tem abertura a n = a area de cada triangulo se calcula facilmente: 

1 r 2 r 2 

2 x - x (r cos -j-) x (r sen -j- J =— sen a n = — sen — . 

Logo, a area do poligono e dada por A„ = nxL sen . No limite n —> oo obtemos 

t « 2 t ti 2 ti o i* 1 2 tu 2 t sent 2 

lim A n = r lim — sen — = nr lim -r— sen — = nr lim -= nr . 

n—»oo n—»oo 2 n n-»oo 2 ti « t -»0+ t 

n 

4.33: (1) 32 (2) § (3) 2 (4) 0 (5) 1 (6) -1 (7) Com a mudanqa y = x + 1, \ (8) 0 (9) -oo (10) 0 (11) 0 (12) \ (Pois e, esse limite e 
um pouco mais dificil. Calcularemos ele no Capitulo 6 usando a regra de Bernoulli-l’Hopital.) (13) (14) Como sen e continua em 

lim^ +00 sen(f+ I ^j) = sen(f+lim x ^ +00 ^) = senf = 1. (15) 0 (16)(17) (18) § (19) 0 (20) 1 (21) 1 

4.34: Seja e > 0 e N grande o suficiente, tal que |g(x) — 1\ < e e |b(x) — 1\ < e para todo x > N. Para esses x, podemos escrever 
/(x) —C < h(x) — l < |b(x)-f| < e, e/(*) — i > g(x) — l > — |g(x) — i \ > —e. Logo, \f{x) — i\< e. 

4.35: (1) Como v'T^cos 2 "x = V sen 2 x = | senx| e x —> |x| e continua, 


VI — cos x 1 |senx| 

lim-—-= lim — —■—■— 


film 1 ) 

senx 

'•x-.o V1 4 COS X 

x—>0 X 


(2) Como sen(a + h) = sen a cos h + sen h cos a, temos 

sen(a + h) — sen a 

lim- 

h->o h 


r ,. cos h — l\ ( ,. senfix 

= sen a lim- + cos a lim- = cos a. 

'■h—>o x ' '■h—»o h ' 


sen h^ 


(3) Escrevendo 


x 3 — a 3 x 3 — a 3 1 


sen(^x) x — a senfpx) 
x—a 

Ja calculamos lim x _, a x x Za = 3a 2 , e chamando y:=px seguido por y':=y — n, 


U sen (q*) _ Um sen(y) _ n sen(y' + n) __n sen(y') __n 
x — a p(y — 7t) a _y'->o y' a y'->o y' a 


Logo, 


x 3 —a 3 2 , „ 71 

lim - rQ ~ 2 


..... = (3a 2 )/(— ) = —3a 3 /7t. 

sen(jx) a 


(4) Comecemos definindo t tal que ti —3x = 3t, isto e: t:=? — x: 


1 —2cosx , 1 — 2 cos(- 3 — t) 

lim ---- = lim--2--. 

X _,E sen(7t —3x) t-»o sen(3t) 


Mas cos(# — t) = cos 5 cos t + sen 5 sen t = i cos t + ^ sen t. 


Um 1 ~ 2C ° S ^~ t) = lim _ V3 lim - Sen(t) 


t->o sen(3t) t-»o sen(3t) t->o sen(3t) 


1 —cost 1 n-,. sen(t) 1 „ r -1 1 

= lim-— - V3 lim-—-— = 0- V3- =-— . 

t->0 t o sen(3t) t -»0 t Q sen(3t) 3 /o 

J 3t J 3t 


(5) Se a > b, e melhor escrever a x + b x = a x (l + (b/a) x ), logo 


1 

x —»00 x 


ln(l+ (b/a) x ) 
lim - 

x —»oo X 


0 caso a < b se trata da mesma maneira. Obtemos: 


lim -ln(a x + b x ) = 
*->oo X 


In a se a > b, 
In b se a < b. 
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(6) 0 caso n = 1 e trivial: (x 0 + h) 1 = x 0 + h. Quando n = 2, (x 0 + h) 2 = + 2x 0 h + h 2 , logo (veja o Exemplo 4.22) 

(x 0 + h ) 2 — x 2 

lim-= lim(2x 0 + K) = 2x 0 . 

h—*0 h h-> 0 

Para rt = 3,4,..., usaremos a formula do binomio de Newton: 


onde G) = Portanto, 


Observe que cada termo dessa soma, a partir do segundo, content uma potencia de h. Logo, quando h —> 0, so sobra o primeiro termo: 
(") x o _1 = nx o _1 - Lo S°> 

(*o + hT-x- 

lim-= nx„ . 

h—*0 h 0 

Esse limite sera usado para derivar polinomios, no proximo capitulo. 


Oo + = x 0 " + LK-'h + I 2 x-~ 2 h 2 + ■■■ + Lm h +-+h n . 


(x ° +h ^ = ("Vr 1 + +•• •+r; ur 


Capitulo 5 

5.1: Em qualquer ponto a ^ 0, os limites laterais nem existem, entao / e descontinua. Por outro lado vimos que lim x _, 0 +/(x) = 
lim x _, 0 -/(x) = 0. Logo, lim x _, 0 /(x) =/(0): / e continua em 0. 


5.2: D = R, C = K,. 

5.3: Considere um aj^2.f sendo uma razao de polinomios, e como o denumerador nao se anula em a, a Proposi^ao 5.1 implica que 
/ e continua em a. Na verdade, quando x / 2, f(x ) = y ~^ 2 +2 = = x — 1. Logo, lim x _ >2 /(^) = lim x _, 2 ( x — 1) = 1. Como 

1 / /(2) = 0, / e descontinua em 2. Para tornar / continua na reta toda, e so redefini-la em x = 2, da seguinte maneira: 


/(*):= 


x 2 —Zx+2 
x-2 

1 


se x / 2, 
se x = 2. 


Agora, /(x) = x — 1 para todo x 6 R. 

5.4: Como lim^j/fx) = 1 — a e que / (l) = 5 + a, e preciso ter 1 — a = 5 + a, o que implica a = —2. 

5.5: Por um lado, como tanh i e a composigao de duas fungoes continuas, ela e continua em todo a ^ 0. Um raciocinio parecido implica 
que g e continua em todo a /= 0. Por outro lado, vimos no item (6) do Exercicio 4.27 que lim x _, 0 ± tanh i = ±1, o que implica que / e 
descontinua em a = 0. Vimos no item (7) do mesmo exercicio que lim x _, 0 ± x tanh i = 0, logo liirn^o g(x) existe e vale g(0). Logo, g e 
continua em a = 0. 




5.6: (Esboqar os graficos de f,g,h ajuda a compreensao do exercicio). 

Temos /(—1) = 1, /(2) = 4. Como / e continua, o Teorema (5.1) se aplica: se 1 < h < 4, o grafico de / corta a reta horizontal de 
altura y = h pelo menos uma vez. Na verdade, ele corta a reta exatamente uma vez se 1 < h < 4, e duas vezes se h = 1. 

Temos g(— 1) = —1, g(l) = 1. Como g e descontinua em x = 0, o teorema nao se aplica. Por exemplo, o grafico de g nunca corta a reta 
horizontal y = \. 

Temos h( 0) = —1, h( 2) = 1. Apesar de h nao ser continua, ela satisfaz a propriedade do valor intermediario. De fato, o grafico de h 
corta a reta y =h t duas vezes se — 1 < h* < 1, e uma vez se h t = 1. 

5.7: a = 1, b = 3, c = ±2. 

5.8: Seja y e R fixo, qualquer. Como lim x _, +00 /(x) = +oo, existe b > 0 grande o suficiente tal que f(b) > y. Como lim x _ ( _ 00 /(x) = 
—oo, existe a < 0 grande o suficiente tal que /(a) < y. Pelo Teorema do Valor Intermediario, existe c 6 [a, b ] tal que /(c) = y. Isto 
implica que y 6 Im(/). 

5.9: Considere lim x _ (0 -/(x). Chamando y:= —x, x —> 0~ corresponde a y —> 0 + . Logo, 

lim /(x)= lim /(-y) = - lim /(y) = - lim f(x). 

x->0~ y-> 0+ y-»0 + x-»0+ 

Portanto, para uma fungao l'mpar ser continua em 0, e preciso ter lim x _» 0 + f(x ) = / (0) = 0 (nao pode ser L > 0). 
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Capftulo 6 

6.1: Se P = (a, a 2 ), Q = (A, A 2 ), a equagao da reta r PQ e dada por y = (A + a)x — aA. Quando A —» a obtemos a equaqao da reta 
tangente a parabola em P: y = 2ax — a 2 . Por exemplo, se a = 0, a equaqao da reta tangente e y = 0, se a = 2, e y = 4x — 4, a = —1, e 
y = —2x — 1 (o que foi calculado no Exemplo 6.3). 

6.2: Como x 2 —x = (x — \) 2 — o grafico obtem-se a partir do grafico de x >-> x 2 por duas translates. Usando a definigao de derivada, 
podemos calcular para todo a: 


f\a) = lim /(x) ~ /(a) = lim D 2 -D-ta>-a) 


r x —a i 

= lim |- 11 = 2 a — 1 . 

x->a <■ x — a J 


Aplicando essa formula para a = 0, j,l, obtemos /'(O) = —1, /'(j) = 0, /'(l) = +1. Esses valores correspondem as inclinacjoes das 
retas tangentes ao grafico nos pontos ( 0 ,/( 0 )) = ( 0 , 0 ), ( j,/( j)) = ( 3 , —q) e ( 1 ,/( 1 )) = ( 1 , 0 ): 



6.3: (1) /'(1) = 2 , ( 2 ) /'( 0 ) = 2 (a mesma do item anterior, pois o grafico de Vl +x e o de -v/x transladado de 1 para a esquerda!), 
(3) /'(0) = 1, (4) /'(-l) = -4, (5) /'(2) = 

6.4: (1) y = 3x + 9, (2) y = ^, (3) y = + 1, (4) y = —x — 2, y = —x + 2 (5) Observe que a fun<;ao descreve a metade superior de 

um circulo de raio 1 centrado na origem. As retas tangentes sao, em (—1,0): x = —1, em (1,-1): nao existe (o ponto nem pertence ao 
circulo!), em (0,1): y = 1, e em (1,0): x = 1. ( 6 ) Mesmo sem saber ainda como calcular a derivada da funqao seno: y = x, y = 1. 

6.5: Primeiro e preciso ter uma fun<;ao para representar o circulo na vizinhancja de P 1 : f(x):=V 25 —x 2 . A inclinaqao da tangente em 
P 1 e dada por 


x—*3 X — 3 x—*3 X — 3 


= lim_ (25 - 2) ~ 16 _= lim ~ (3 + * } 

( x _ 3)( V25 - x 2 + -/I6) -/25-x 2 + i/T6 


3 

4 • 


(Essa inclina^ao poderia ter sido obtido observando que a reta procurada e perpendicular ao segmento OP, cuja inclinaqao e |...) Portanto, 
a equagao da reta tangente em P 1 e y = —\x + ^. No ponto P 2 , e preciso tomar a funqao /(x):= — \/25 — x 2 . Contas parecidas dao a 
equai;ao da tangente ao circulo em P 2 : y = | x — ^ • 



A reta tangente ao circulo no ponto P 3 e vertical, e tern equaqao x = 5. Aqui podemos observar que a derivada de / em a = 5 nao existe, 
porque a inclinaqao de uma reta vertical nao e definida (o que nao impede achar a sua equa^ao...)! 

6.6: Se /(x) = J~x, temos que para todo a > 0, /'(a) = . Como a reta 8 x — y — 1 = 0 tem inclinaqao 8 , precisamos achar um a tal 

que /'(a) = 8, isto e, tal que = 8: a = 255 - Logo, 0 ponto procurado e P = (a, f(a)) = ( 255 . j^)- 


6.7: Para a reta y = x — 1 (cuja inclinaqao e 1) poder ser tangente ao grafico de / em algum ponto (a,/(a)), esse a deve satisfazer 
/'(a) = 1. Ora, e facil ver que para um a qualquer, /'(a) = 2a — 2. Logo, a deve satisfazer 2a — 2 = 1, isto e: a = §. Ora, a reta e a 
fun^ao devem ambas passar pelo ponto (a,/(a)), logo /(a) = a — 1, isto e: (|) 2 — 2 • | + /3 = § — 1. Isolando: ft = |. 
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Esse problema pode ser resolvido sem usar derivada: para a parabola y = x 2 — 2x + /3 ter y = x — 1 como reta tangente, a unica 
possibilidade e que as duas se intersectem em um ponto so, isto e, que a equacjao x 2 — 2x + /3 = x — 1 possua uma unica soluijao. 
Rearranjando: x 2 — 3x + /3 + 1 = 0. Para essa equa^ao ter uma unica soluqao, e preciso que o seu A = 5 — 4/3 = 0. Isso implica /3 = |. 

6 . 8 : Seja P = (a, j) um ponto qualquer do grafico. Como /'(a) = —-j, a reta tangente ao grafico em P e y = /'(a)(x — a) +/(a) = 
— \(x — a) 4- j. Para essa reta passar pelo ponto (0,3), temos 3 = — “2 (0 — a) 4- j, 0 que significa que 0 = 3 . Logo, a reta tangente ao 
grafico de t no ponto P = (§, |) passa pelo ponto (0,3). 


6.9: P = (—1,2). 

6.10: Por exemplo,/(x):=|x + l|/2 —|x| + |x — 1|. Mais explicitamente. 


1-x 

2 

se x < — 1 

x+3 

2 

se — 1 < x < 0 

3—3x 

2 

se 0 < x < 1 

x—1 

2 

se x > 1 . 


/ nao e derivavel em x = 1 , porque lim r _ (1 + = lim x _ (1 + ^= 3 - 

A nao-derivabilidade nos pontos — 1 e 0 obtem-se da mesma maneira. 



_ 3 + i 
2 r 2' 


6.11: De fato, se / e par. 


/'(-x)=um /c-»+*o-/(-*) = lim /(»-*)-/(») 

h—*o h h—>0 h 


= — lim 
h'—*0 


/(x+ &')-/(*) 


=-/'(*). 


6.12: af'(a)—f(a) 

6.13: (^x) 7 = lint/i -,0 = lim h _, 0 . O outro limite se calcula de maneira parecida: 

1 _l_ _ 

, 1 y A+h -n ,. Vx-VX+h 1 

Vx Ji->o h h—*o hi/xvx + h 2-v/x 3 

6.14: Como (sen)'(x) = cosx, a inclinaqao da reta tangente em P 1 e cos(0) = 1, em P 2 e cos^) = 0, e em P 3 e cos(?r) = —1. Logo, as 
equates das respectivas retas tangentes sao r 3 : y = x, r 2 : y = 1 , r 3 : y = —(x — 71 ): 



6.16: Por exemplo, se /(x) = g(x) = x, temos (/(x)g(x))' = (x • x)' = (x 2 )' = 2x, e f'(x)g'(x) = 11 = 1. Isto e, (f(x)g(x))' ^ 

fW (X). 

6.17: Ja sabemos que (x)' = 1, e que (x 2 )' = 2x, o que prova a formula para n = 1 e n = 2. Supondo que a formula foi provada para n, 
provaremos que ela vale para n + 1 tambem. De fato, usando a regra de Leibniz e a hipotese de indu^ao, 

(x n+1 )' = (x • x n y = 1 • x" + X • nx"- 1 = x" + nx" = (n + l)x" . 


6.18: (1) -5 (2) (x 3 - x 7 )' = (x 3 )' - (x 7 )' = 3x 2 - 7x 6 . (3) (1 + x + \ = (1)' + (x)' + (^-)' + (^-)' = 1 + x + x 2 . (4) 

(y = — jqZTji -(1—x)' = jqzpji (5) senx + xcosx (6) Usando duas vezes a regra de Leibniz: ((x 2 + l)senxcosx)' = 2x senx cosx+ 
(x 2 + l)(cos 2 x — sen 2 x) (7) i^“ senl ™ < 1+1 v - 7 1 


( 8 ) (^)' = (j^)' = 


(x-l ) 2 


. (9) (x + l ) 5 = /(g(x)) com /(x) = x 5 e g(x) = x + 1. 


Logo, ((x + l) 5 )' = / , (g(x))g'(x) = 5(x + l) 4 . Obs: poderia tambem expandir (x + l) 5 = x 5 H-, derivar termo a termo, mas e 

muito mais longo, e a resposta nao e fatorada. (10) Como (3 + ^) 2 = /(g(x)) com /(x) = x 2 e g(x) = 3 + i, e que f'{x) = 2x, 

g'(x) = (3+ j)' = 0- 4, temos ((3+ j) 2 )' = 2(3+ |)-(4) =-2^. (11) Como i/l-x 2 =/(g(x)), com/(x) = Jx, g(x) = 1-x 2 , 


que /'(x) = ^=, g'(x) = — 2 x, temos (Vl — x 2 )' = r x = - ( 12 ) 3sen 2 xcosx + 7cos 6 xsenx (13) —— M/n 2senl - 2x ^ 


/l—JC= 


(1—cosx) 2 04) (cos(2x—l)) 2 

. (16)(k^y = ((x 2 -l)iy= |(x 2 -1) 2 -(2x) = 3xV^ 2 ^1 

V X 2 —1 


(15) 


(_L^y = ( ( i+x 2 H y = -i ( i+x 2 r 1 .(2x) = ^ 


Obs: vale a pena simplificar a fragao antes de usar a regra do quociente! (17) 


/9+x 2 (x+V 9+x 2 ) 2 


(18) 


1 


4\/^V 1+Vx 


(19) 


cosx+x senx 
(cosx) 2 


( 20 ) 


Usando duas vezes a regra da cadeia: (cos Vl + x 2 )' = (—sen Vl + x 2 )(Vl + x 2 )' = xse . n ' v/l + — ( 21 ) cos(senx) • cosx 

V l+Jf 2 
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6.19: (1) (2e~ x y = 2(e~ x )' = 2(e~ x • (-*)') = -2e~ x . (2) ^ (3) (ln(e 3 *))' = (3x)' = 3 (4) e*(senx + cosx) (5) cosx • e senx (6) 
• e x (7) (8) Inx + xjr = Inx + 1 (9) (lO)-tanx (11) ^ 


6.20: (senhx)' = (— j —)' = — = coshx. Do mesmo jeito, (coshx)' = senhx. Para tanh, basta usar a regra do quociente. Observe 

as semelhanqas entre as derivadas das funqoes trigonometricas hiperbolicas e as funqoes trigonometricas. 

6.21: (1) Sabemos que o limite lim*.,! da a inclinaqao da reta tangente ao grafico da funqao /(x) = x 999 no ponto a — 1, isto e: 

lim^j = /'( 1). Mas como /'(x) = 999x" 8 , temos /'(1) = 999. (2) Da mesma maneira, lim^^ c< ^^ 1 = lim*^ c ° s * c ~2° s ^ da 
a inclinaqao da reta tangente ao grafico do cos no ponto n. Como (cosx)' = — senx, o limite vale 0. (3) 2n cos(rt 2 ) (4) \ (5) X 


6.22: Fora de x = 0, g e derivavel e a sua derivada se calcula facilmente: g'(x) = (x 2 sen t )' = 2x sen i — cos j. 
derivavel fora de x = 0. Em x = 0, 


g'(0) = lim g(,l) g(0) = lim h sen 1=0. 

5 1 ’ h^0 h h—*0 h 


Do mesmo jeito / e 


(O ultimo limite pode ser calculado como no Exemplo 4.21, escrevendo —h < h sen jj < +h.) Assim, g e derivavel tambem em x = 0. No 
entanto, como 


lim 

h ->0 


m-f( o) 

h 


lim sen l , 
h—>0 h 


/'(0) nao existe: / nao e derivavel em x = 0. 


6.23: (1) (x^)' = (eAtoxy = ( ta + 1)x A~!, (2 ) ((senx)*)' = (lnsenx + xcotanx)(senx)*. (3) (x senx )' = (cosxlnx + ^ )x sen \ 
(4) (x*')' = ((lnx + l)lnx + ±)x*x x ’. 


6.24: As derivadas sao dadas por: (1) + Ff 2 + J43 

(nz=id+**=)) 


1 

x+4 


x+5 x+fi) ® 


x sen 3 x f 1 
J 1+cos 2 x x 


+ 3cotanx + 


senx cosx X 
1+cos 2 x 2 ^ 2 


6.26. 


( 1 ) 


—2x 

(lna)(l—x 2 ) 


( 2 ) 


—2x 

Vl-(l-x 2 ) 2 


(3) 1 (4) -1 (5) 


—X 



6.28: (O grafico da funqao pode ser usado para interpretar o resultado.) (1) Temos /(—2) = /(1), e como /'(x) = 2x + 1, vemos que 
a derivada se anula em c = — 2 6 (—2,1). (2) Aqui sao tres pontos possiveis: c = — n, c = 0 e c = +n. (3) Temos /(—1) = /(0) e 
/'(x) = 4x 3 + 1, cuja raiz e —(|) 3 / 3 e (—1,0). 

6.29: Vemos que existem dois pontos C em que a inclinaqao e igual a inclinaqao do segmento AB: 



O ponto c e [—J] e tal que /'(c) = 2 J hen t°) _ | como /'(x) = cosx, c e soluqao de cosc = |. Com a calculadora 

2 ~° 

obtemos duas soluqoes: c = ±arcos(|) ±0.69. 

6.30: Como / nao e derivavel no ponto 2 6 [0,3], o teorema nao se aplica. Nao existe ponto C com as desejadas propriedades: 



6.31: 


Sejam x 1 < x 2 . Pelo Corolario 6.1, existe c e (x 2 ,x 2 ) tal que 

senx 2 — senxj 
*2-*l 


= cos(c). 


Como |cos(c)| < 1, isso da (6.17). Por ser derivavel, ja sabemos que senx e continua, mas (6.17) permite ver continuidade de uma 
maneira mais concreta. De fato, seja a um ponto qualquer da reta. Para mostrar que senx e continua em a, precisamos escolher um 
e > 0 qualquer, e mostrar que se x for suficientemente perto de a, |x — a| < 5 (para um certo 5) entao 

| senx — sena| < e. 

Mas, usando (6.17), vemos que a condiqao acima vale se 5 = e. 
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6.32: (1): Como /'(x) = x 3 — x = x(x 2 — 1), /(x) e crescente em [—1,0] U [1, oo), decrescente em (—oo,—1] u [0,1]: 


\ 

/ 



(- 1 -?) 

(+ 1 ,— 


(2): /(x) = 2x 3 — 3x 2 — 12x + 1 e crescente em (—oo,—1] u [2, oo), decrescente em [—1,2]: 



Observe que nesse caso, a identificaqao dos pontos em que o grafico corta o eixo x e mais dificil (precisa resolver uma equagao do terceiro 
grau). (3): / decresce em (— oo,— 1], cresce em [—1, oo). Observe que / nao e derivavel em x = —1. (4): Ja encontramos o grafico 
dessa fun^ao no Exerdcio 2.10. Observe que /(x) = ||x| — 1| nao e derivavel em x = —1,0, +1, entao e melhor estudar a variagao sem a 
derivada: / e decrescente em (—oo,—1] e em [0,1], crescente em [—1,0] e em [1, oo). (5) Como (senx)' = cosx, vemos que o seno e 
crescente em cada intervalo em que o cosseno e positivo, e decrescente em cada intervalo em que o cosseno e negativo. Por exemplo, no 
intervalo [—f, f ], cosx > 0, logo senx e crescente: 



2 2 


(6): /(x) = •>/x 2 — 1 tern domlnio (— oo,—1] u [1, oo), e sempre nao-negativa, e /(—1) = /(1) = 0. Temos /'(x) = . Logo, a 

V x 2 —1 

variaqao de / e dada por: 


X 

-1 +1 

f'M 

- 

111111111 + 

Variaq. de / 

_1 

||g^ 


Assim, o grafico e do tipo: 



Observe que lim^.j-/'(x) = —oo, lim x _, +1 +/'(x) = +oo (6): Considere/(x) = Como lim x _, ±00 /(x) = 1, y = 1 e assintota 
horizontal, e como lim x _ > _ 2 -/(x) = +oo, lim r _ > _ 2 +/(x) = — oo, x = —2 e assintota vertical. Como/'(x) = > 0 para todo x / 2, 

/ e crescente em (— oo,— 2) e em (—2, oo). Isso permite montar o grafico: 
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(8): Um estudo parecido da 



X 2 

(9): Como /'(x) = —xe~^, f e crescente em (—oo,0], decrescente em [0, oo). Como /(x) —» 0 quando x —» ±oo, temos: 



(10): Observe que ln(x 2 ) tem dominio D = R\ {0}, e (ln(x 2 ))' = Logo, ln(x 2 ) e decrescente em (— oo,0), crescente em (0, oo): 



(11) Lembre que o dommio da tangente e formado pela uniao dos intervalos da forma 4 =] — J + kn, J + kn[. Como (tanx)' = 
1 + tan 2 x > 0 para todo x 6 4> tanx e crescente em cada intervalo do seu dommio (veja o esbogo na Segao 2.2.4). 

6.33: Em t = 0, a particula esta na origem, onde ela fica ate o instante tj. Durante [t 1 , t 2 ], ela anda em direqao ao ponto x = d. lt com 
velocidade constante v = e aceleragao a = 0. No tempo t 2 ela chega em d 1 e fica la ate o tempo t 3 . No tempo t 3 ela comeqa a 
andar em diregao ao ponto x = d 2 (isto e, ela ream), com velocidade constante v = < 0. Quando chegar em dj no tempo t 4 , para, 

fica la ate t 5 . No tempo t 5 , comeqa a acelerar com uma acelera^ao a > 0, ate o tempo t 6 . 

6.34: Como v(t) = t — 1, temos v(0) = —1 < 0, v(l) = 0, v(2) = 1 > 0, v(10) = 9. Quando t —> oo, v(t) —» oo. Observando a particula, 
significa que no tempo t = 0 ela esta em x(0) = 0, recuando com uma velocidade de —1 metros por segundo. No instante t = 1, ela esta 
com velocidade nula em x(l) = — 5 . No instante t = 2 ela esta de volta em x(2) = 0, mas dessa vez com uma velocidade de +1 metro 
por segundo. A aceleragao e constante: a(t ) = v'(t) = +1. 

6.35: Temos v(t) = x'(t) = Acocos(cot), e a(t) = v'(t) = —Am 2 sen(tot) = —a> 2 x(t). 



Observe que v(t) e maxima quando x(t) = 0, e e minima quando x(t) = ±A. Por sua vez, a(t) e nula quando x(t) = 0 e maxima quando 
x(t) = ±A. 


6.36: A taxa de variaqao no mes t e dada por P'(t) = 2t + 20. Logo, hoje, P'(0) = +20 hab./mes, o que significa que a populaqao hoje 
cresce a medida de 20 habitantes por mes. Daqui a 15 meses, ^'(15) = +50 hab./mes. A variagao real da populaqao durante o 16-esimo 
mes sera P(16) — P(15) = +51 habitantes. 

6.37: Como V = L 3 , V' = 3 L 2 L' = \L 2 . Logo, quando L = 10, V’ = 150 m 3 /s, e quando L = 20, V' = 600 m 3 /s. 


6.38: O volume do balao no tempo t e dado por V(t) = j7rR(t) 3 . Logo, R(t) = (^V(t)) 1 ^ 3 , e pela regra da cadeia, R'(t) = 
V(t)) -2 ^ 3 ^ V'(t). No instante t t que interessa, V(t„) = ^m 3 , e como V'(t) = 2m 3 /s para todo t, obtemos 


R , (t„)=J(——) 2 / 3 — 2m/s = — m/s. 
y 3V 4Jt 3 4 n 2 k ' 
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6.39: Seja x a distancia de I ate a parede, e y a distancia de S ate o chao: x 2 + y 2 = 4. Quando a vassoura comeqa a escorregar, 
x e y ambos se tornam funqoes do tempo: x = x(t) com x'(t) = 0.8 m/s, e y = y(t). Derivando implicitamente com respeito a t, 

2xx' + 2yy' = 0. Portanto, y' = — — 0-8f = —. 1) Quando x = 1 m, y' = —0.46m/s (da onde vem esse sinal 2) 

- y y V+- x 2 

Quando x —» 2~, y' 

6.40: Definamos 9 


\— oo. Obs: Quando/estiver a 2 —7.11 ■ 10 22 m da parede, S ultrapassa a velocidade da luz. 
e x da seguinte maneira: 





Temos tan 9 = yg e como 9' = 0.5 rad/s, temos x' = 10(1 +tan 2 9)9' = 5(1 + tan 2 9). 1) Se P =A, entao tan 9 = 0, logo x' = 5 m/s. 2) 
Se x = 10 m, entao tan 9 = 1 e x' = 10 m/s. 3) Se x = 100 m, entao tan 9 = 10 e x' = 505 m/s (mais rapido que a velocidade do som, 
que fica em torno de 343 m/s). 

6.41: Seja H a altura do balao e 9 o angulo sob o qual o observador ve o balao. Temos H' = 5, e tan 9 = Jg. Como ambos H e 9 
dependem do tempo, ao derivar com respeito a t da (1 + tan 2 9)9' = = jg, isto e: 9' = 10 ( 1 + t an 2 g] ■ 1) No instante em que o balao 

estiver a 30 metros do chao, tand = IS = I, assim 0 ' = ^ ~ 0.0735 rad/s. 2) No instante em que o balao estiver a 1000 metros do 
chao, tan 9 = ^§g2 = 20, assim 9' = ^gjg ~ 0.0025 rad/s. 

6.42: Como P = 4 1 . P' = V'. Logo, no instante em que V = V 0 , P' = 

6.43: (1) /(x) 22 x +1, /(x) 22 e _1 x + 2e~l (2) /(x) 22 x, (3) /(x) 22 —x, (4) /(x) 22 1, (5) /(x) 22 x, /(x) =2 1, /(x) C 2 —x + rr ( 6 ) 

/(*)“ 1 + f- 

6.44: Como V4 + x =2 2 + temos v^99 = V4-0.01 =2 2 + =^1 = 1.9975 (HP: 
temos ln(1.0123) = ln(l + 0.123) =2 0.123 (HP: ln(1.123) = 0.1160...). Como VTOl 
VlOT =2 10 -(1+^5) = 10.05 (HP: VToT= 10.04987...). 

6.45: (1) y' = f^px+y^ • ® / = ® Aten ? a0: 0 anic0 P ar (*>y) soluqao da equaqao x = A /x 2 +y 2 e (0,0)! Logo, 

nao ha jeito de escrever y como fun^ao de x, assim nao faz sentido derivar com respeito a x. (4) y' = 1 3 3 y \ + ^ 2 ~ v (5) y' = ^o^/T/seny* 

fg-. y / _ cosy—cos(x+y) 

^ 2 xsen j+cos(x+y) 


s/3^99 = 1.997498...). Como ln(l + x) =2 x, 
= 10 tJ 1 + jgg e que VI +x 22 1 + |, temos 


6.46: (1) Com y' = 1— , y = |x + (2) Com y' = ^ 2 + 4^3 » y = gX + |. (3)y = —x + 2. Obs: curvas definidas implicitamente 

por equaqoes do tipo acima podem ser representadas usando qualquer programa simples de esboqo de funqoes, por exemplo kmplot. 

6.47: (1) Queremos verificar que <J> ^ 2 ^ P ara to d° x,y > 2. Elevando ambos lados ao quadrado (essa operaqao e permitida, 

ja que ambos lados sao positivos), = x+ 2 Vx/y+y , e rearran jando os termos obtemos 0 < ^ ^ , que e sempre 

1 + 1 

verdadeira. (2) Se x,y > 0, e equivalente a 4xy < (x +y) 2 , que por sua vez e equivalente a 0 < (x —y) 2 , que e sempre 

Ez 

verdadeira. Logo, i e convexa em (0, 00 ). Como 1 e l'mpar, a concavidade em (— 00 ,0) segue imediatamente. 

6.48: (1) —x e concava em (— 00 ,0], convexa em [0, 00 ). O grafico se encontra na soluqao do Exercicio 6.32. (2) —x 3 +5x 2 — 6 x e 

convexa em (— 00 , |], concava em [|, 00 ): 



(3) Se/(x) = 3x 4 —10x 3 —12x 2 + 10x + 9, entao/"(x) = 12(3x 2 — 5x — 2). Logo, /(x) e convexa em (— 00 ,— 5 ] e em [2, 00 ), concava 
em [— 5 , 2 ]. 
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(4) Como (-)" = - 3 , j e concava em (— 00 ,0), convexa em (0, 00 ) (confere no grafico do Capftulo 2). (5): Como f"[x ) = (x + 2)e x , 
f e concava em (— 00 ,— 2 ], convexa em [—2, 00 ): 



( 6 ): /(x) = e bem definida em D = (— 00 ,3) U (3,+oo). Como /"(x) = -^ 3 ^, /(x) e concava em (— 00 ,— 6 ], convexa em 

(-6,3) e (3,+ 00 ): 



(7) Com /(x) = xe 3x temos /"(x) = (9x — 6 )e 3x . Logo, / e concava em (— 00 , |], convexa em [ 3 , 00 ): 



( 8 ) /(x) = |x| — x e = 0 se x > 0, e = —2x se x < 0. Logo, / e convexa. Obs: como |x| nao e derivavel em x = 0, a convexidade 
nao pode ser obtida com o Teorema 6.3. (9) Se /(x) = arctanx, entao /'(x) = e /"(x) = y ■ Logo, arctanx e convexa em 

X 2 X 2 

] — 00 ,0], concava em [0, 00 ) (confere no grafico da Se^ao 2.4.3). (10) /(x) = e~"z~ tem /"(x) = (x 2 — l)e __ 2". Logo, / e convexa em 
] — 00 ,1] e [1, 00 ), e concava em [—1,1] (veja o grafico do Exerdcio 6.32). (11) /(x) = ® convexa em (— 00 , —-2=] e [ y=, 00 ), 

concava em [- 75 . 73 I 



6.49: Nos dois primeiros e ultimo exemplos, as hipoteses do Teorema 6.4 sao verificadas, dando 

lim log(l+s) = (log(l +s))'U 0 = pbUo _ 1 
s™ e 2s — 1 (e^yUo 2 e 2s | s=0 2 

cost + 1 , 

lim-— = -(cos t) \ t=n = sen t | t=0 = 0 . 

t->rt n — t 

senx (senx/lj.-Q cosO 1 
X™ x 2 + 3x _ (x 2 + 3x )'| I=0 _ 2-2 + 3 ~ 3 ' 

No terceiro, 0 teorema nao se aplica: apesar das fungoes 1 —cos(a) e sen(a+ |) serem derivaveis em a = 0, temos sen(0 + 7 i/ 2 ) = 1^0. 
Logo o limite se calcula sem a regra de B.H.: lim a _, 0 se 1 n ^+n < /2) = T = 0- 
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6.50: (1) 0 (B.H. nao se aplica) (2) | (3) +oo (B.H. nao se aplica) (4) lim^o *~ se °^ = (lim x _, 0 5^) 2 = l 2 = 1 (nao precisa de 

B.H.) (5) Usando B.H., lim x ^ 0 = -lim x ^ 0 = -lim x ^ 0 g| = -1. ( 6 ) 1 (7) 0 ( 8 ) 0 (9) (10) i (11) 1 (12) 2 (13) 

0 (B.H. nao se aplica) (14) 0 (15) 0 (aplicando duas vezes B.H.) (16) 0 (17) Como e lnx = x, o limite e 1 (B.H. se aplica mas nao 

serve para nada!) (18) Esse limite se calcula como no Capitulo 4: lim^oo = lim^oo = 1 . (19) —1/3 (sem B.H.!) 

(20) 2 (21) 0 (B.H. nao se aplica) (22) lim^oo x+s x n * = lim^^fl + = 1+0 = 1 (Obs: Aqui B.H. nao se aplica, porque 

lim^oo = ^ m x->oo(l + cosx), que nao existe.) (23) g (24) lim x _ (0 + - s ™ * = lim x _, 0 + xsen j = 0, com um “sanduiche”. 

Aqui B.H. nao se aplica, porque o limite lim x _, 0 +(x 2 sen t)' nao existe. (25) j. (27) (Segunda prova, Segundo semestre de 2011) Como 
lim^oo arctany = f, o limite e da forma g. As funqoes sao derivaveis em x > 0, logo pela regra de B.H., 


lim 

x->0+ 


arctan( |)— \ 
x 


(- 3 ) 


= lim 

x->0+ 


i+(r) 2 

r 


= lim 


-1 


x->0+ 1 + X 2 


= -l. 


(26) 1 / 2 . 

6.51: (1) (2) lim x _, 0 + x x = exp(lim x _, 0 + xlnx) = e° = 1. (3) e 2 (4) 1 (5) e ( 6 ) 1 (7) 1 ( 8 ) 1 (9) e _1 (10) 0 (11) —e/2 

6.52: Para o primeiro, 


lim ( - + ^ )" = exp( lim z In - + V ) 

—>oo v 2 : — Q J r '-z—»oo z — 9 ' 


z + 9 'n 


z-*oo K z — 9 


z—»oo z — 9 


= exp( lim 

'•Z—>oc 


ln(z + 9) — ln(z — 9) 


j e as hipot. de BH satisfeitas, logo 


f r z+9 z—9 A 

= exp lim -=- 

AZ—»oo —1 J 


= exp( lim ) 

*Az-*oo z 2 — 81 2 


Para o segundo, 

lim x lnx e~ x = expf lim f(lnx ) 2 — x)) = expf lim xf ^ -l)l 

X—*00 Vx— »oo V J J +x —* OO K X J ' 

Usando BH duas vezes, verifica-se que lim x _ (00 = 0, o que implica lirn^oo x(2sa!— i) = —oo. Logo, lim^oo x lnx e~ x = 0. O 
ultimo limite se calcula sem usar B.H.: 


lim — + 1 = V2 lim 
*- >o ° Vx — 1000 x ^°° 



= V2- = V2. 

1 


Capitulo 7 

7.1: (1) As hipoteses do teorema nao sao satisfeitas, pois o dominio nao e um intervalo finito e fechado. Mesmo assim, qualquer x 6 R 
e ponto de maximo e minimo global ao mesmo tempo. (2) As hipoteses nao sao satisfeitas: o intervalo nao e limitado. Tem um minimo 
global em x = 1, nao tem maximo global. (3) Hipoteses nao satisfeitas (dominio nao limitado). Maximo global em x = 0, nao tem 
minimo global. (4) Hipoteses nao satisfeitas (o intervalo nao e fechado). Tem minimo global em x = 2, nao tem maximo global. (5) 
Hipoteses satisfeitas: minimo global em x = 2, maximos globais em x = 0 e x = 2. ( 6 ) Hipoteses satisfeitas: minimos globais em 1,-1 
e 0 , maximos globais em — | e |. 
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(7) Hipoteses satisfeitas: minimos globais em x = —2 e +1, maximos globais emi = -le +2. ( 8 ) Hipoteses satisfeitas: minirno global 
em x = +1, maximo global em x = —1. (91 Hipoteses nao satisfeitas (/ nao e continual. Nao tem maximo global, tem minimos globais 
em x = 0 e +3. (10) Hipoteses satisfeitas: minirno global em x = 0, maximos locais em x = 2 e 4. (11) Hipoteses nao satisfeitas (/ 
e continua, mas o domi'nio nao e limitado). Tem minirno global em x = 0, nao possui maximo global. (12) Hipoteses nao satisfeitas 
(intervalo nao limitado). No entanto, tem infinites minimos globais, em todos os pontos da forma x = — J + Jc27i, e infinites maximos 
globais, em todos os pontos da forma x = ^ + k2n. 

7.2: (1) Maximo local no ponto (—2,25), um minirno local (e global) em (1,-2). (2) Sem min./max. (3) Minirno local (e global) 
em (—1, — ^j) (Atenqao: a derivada e nula em x = 0, mas nao e nem maximo nem minirno pois a derivada nao muda de sinal). (4) 

/'(x) = — t 2 +j ' +1 . tem um minirno local (em global) em (1,/(1)), um maximo local (e global) em (—1,/(—1)). (5) Maximo local (e 
global) em (0,1). ( 6 ) Maximo local em (1, e -1 ). (7) Minirno local em (—1, —j), maximo local em (1, |). ( 8 ) Minirno local em (e _ 1 ,e _1 / e ). 
(9) Maximo local em (e - 2 ,4e -2 ), minirno local em (1,0). 

7.3: a = -b = 3. 

7.4: (1) r 0 = a, (2) r t = ^f2a. Como lim,._ (0 + V(r) = +oo, V nao possui maximo global. V decresce em (0, r„], cresce em [r t , oo): 



Obs: 0 potencial de Lennard-Jones V(r) descreve a energia de interaqao entre dois atomos neutros a distancia r. Quando 0 < r < r 0 
essa energia e positiva (os atomos se repelem), e quando r 0 < r < oo essa energia e negativa (os atomos se atraem). Vemos que quando 
r —> oo, a energia tende a zero e que ela tende a +oo quando r —» 0 + : a distancias longas, os atomos nao interagem, e a distancias 
curtas a energia diverge (caroqo duro). A posiqao mais estavel e quando a distancia entre os dois atomos er = r t . 


7.5: (1) A funqao area e dada por A(x) = 4 xVr 2 — x 2 , x e [0,R]. 0 leitor pode verificar que o seu maximo global em [0,R] e atingido 
emi, = Logo, o retangulo de maior area inscrito no circulo tem largura 2x„ = V2R, e altura 2 ^JR 2 — x 2 = V2R. Logo, e um 
quadrado! (2) Usaremos a variavel h 6 [0,4] definida da seguinte maneira 



A area do retangulo e dada por A(h) = h(x 2 — x 2 ). Ora, Xj=ftex 2 = 6 — |. Logo, x 2 — Xj = 6 — Portanto, queremos maximizar 
A(h) = h(6— em h e [0,4]. E facil ver que o de maximo e atingido em h t = 2. Logo o maior retangulo tem altura h t = 2, e largura 
6 -^ = 3. 

7.6: A altura do triangulo de abertura 8 6 [0, 7 t] e cos |, a sua base e 2sen |, logo a sua area e dada por 

6 6 1 

A(0) = cos(-)sen(-)= -sen6.(3pts) 

Queremos maximizar A( 6 ) quando 8 e [0, n]. Ora, A(0) = A(n) = 0, e como A'(8) = \ cos 8, A'(0) = 0 se e somente se cos 8 = 0, 
isto e, se e somente se 8 = | ptl. Ora, como A'($) > 0 se 0 < j, A'($) < 0 se 6 > \ e um maximo de A (2pts). Logo, o 

triangulo que tem maior area e aquele cuja abertura vale J (2pts). Obs: pode tambem expressar a area em funqao do lado horizontal x, 
A(x) = \x^J 1 — (|) 2 . Obs: Pode tambem introduzir a variavel h, definida como 
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h 


e fica claro que o triangulo de maior area e aquele que tem maior altura h, isto e, h = 1 (aqui nem precisa calcular uma derivada...), o 
que acontece quando a abertura vale J. 

7.7: Seja x o tamanho do lado horizontal do retangulo, e y o seu lado vertical. A area vale A = xy. Como o perlmetro e fixo e vale 
2x + 2y = L, podemos expressar y em funqao de x, y = | — x, e expressar tudo em termos de x: A(x) = x(| — x). Maximizar essa 
funqao em x 6 [0, L/2] mostra que Ae maxima quando x = x* = Como y t = | — x, = o retangulo com maior area e um quadrado! 

7.8: Suponha que a corda seja cortada em dois pedaqos. Com o primeiro pedaqo, de tamanho x 6 [0,1], faqamos um quadrado: cada 
um dos seus lados tem lado e a sua area vale (^) 2 . Com o outro pedaqo faqamos um drculo, de perlmetro L — x, logo o seu raio e 
e a sua area Portanto, queremos maximizar a funqao 

x 2 (L — xY 

A(x):= - \ - : —, com x e [0, L]. 

16 An 

Na fronteira, A(0) = (a corda inteirausada para fazer um circulo), A(L) = E (a corda inteira para fazer um quadrado). Procuremosos 

i i 2 

pontos criticos de A: e facil ver que A (x) = 0 se e somente x = x„ = e (0, L). Como A(x t ) = 4 ^ 4+7t ^ , temos queA(x t ) < A(L) < A(0). 
Logo, a area total minima e obtida fazendo um quadrado com o primeiro pedaqo de tamanho x„ 0.56 L, e um circulo com o outro 
pedaqo (_L—x t ^ 0.43L). A area total maxima e obtida usando a corda toda para fazer um circulo. 

7.9: Q t = (2,4) 

7.10: Seja C = (x, 0), com 1 < x < 8 . E preciso minimizar /(x) = y/{x — l ) 2 + 3 2 + ^/{x — 8) 2 + 4 2 para x 6 [1, 8 ], Os pontos criticos 
de / sao soluqoes de 7x 2 + 112x—560 = 0 (em [1,8]), isto e, x = 4. Como/"(4) > 0, x = 4 e umminimo de/ (pode verificar calculando 
os valores /(1), /( 8 )). Logo, C = (4,0) e tal que o perimetro deABC seja minimo. 

7.11: a = ±1. 

7.12: Considere a variavel x definida da seguinte maneira: 




Assim temos que a area do triangulo em funqao de x, A(x), e dada por A(x) = j(a + x) • h. Mas, como ^2- = temos h = b '- x ^ a > , que 
daA(x)= Procuremos o minimo de A(x) para x e (0, oo). Como A e derivavel em todo x > 0, A'(x) = | ^ x ~ a ^ :+a '> , ve mos que 

A possui dois pontos criticos, em —a e +a, e A'(x) > 0 se x < —a, A'(x) < 0 se —a < x < a, e A'(x) > 0 se x > a. Desconsideremos o —a 
pois queremos um ponto em (0, oo). Assim, o minimo de A e atingido em x = a, e nesse ponto A(a) = 2 ab: 



7.13: Representamos o triangulo da seguinte maneira: 
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Parametrizando o triangulo usando a variavel x acima (pode tambem usar um angulo), obtemos a area como sendo a funqao A(x) = 

x(R + VR 2 — x 2 ), com x 6 [0,R]. Observe que nao e necessario considerar os triangulos cuja base fica acima do eixo x. (Por que?) 

ns 

Deixamos o leitor verificar que o maximo da funqao A(x) e atingido no ponto x* = ^R, e que esse x* corresponde ao triangulo equilatero. 

7.14: O unico ponto critico de cr(x) er,= Xl+ n + *" (isto a m ®di a aritmetica). Como cr"(x) = 2n > 0, x„ e minirno global. 

7.15: Seja F a formiga, S (respectivamente /) a extremidade superior (respectivamente inferior) do telao, 9 o angulo SFI, e x a distancia 
de F a parede: 

S 

■5 

I 

•3 
O 



Sexea distancia de F a parede, precisamos expressar 6 em funqao de x. Para comeqar, 8 = a — ji, em que a e o angulo SFO, e /3 o 
angulo IFO. Mas tana = ®e tan/3 = |. Logo, precisamos achar o maximo da funqao 


9 (x) = arctan § — arctan |, com x > 0. 


Observe que lim x _, 0 + 9(x ) = 0 (indo infinitamente perto da parede, a formiga ve o telao sob um angulo nulo) e lim x _ (00 9(x ) = 0 (indo 
infinitamente longe da parede, a formiga tambem ve o telao sob um angulo nulo), e claro que deve existir (pelo menos) um 0 < x„ < oo 
que maximize 9(x). Como 9 e derivavel, procuremos os seus pontos criticos: 


O'W 


-J_(=V 

l+d ) 2 


I7^ ( 5 ) = ( - ) = 


120-5x 2 
(x 2 + 8 2 )(x 2 + 3 2 ) ' 


Logo o unico ponto critico de 9 no intervalo (0,oo)ex, = A2A. Vemos tambem que 9'(x) > 0 se x < x„ e 9'(x) < 0 se x > x„ logo x* 
e o ponto onde 9 atinge o seu valor maximo. Logo, para ver o telao sob um angulo maximo, a formiga precisa Bear a uma distancia de 
\/24 m 4.9 metros da parede. 

7.16: Seja R o raio da base do cone, FI a sua altura, r o raio da base do cilindro eh a sua altura. Para o cilindro ser inscrito, jj = 
(para entender essa relaqao, faqa um desenho de um corte vertical). Logo, expressando o volume do cilindro em funqao de r, 17(r) = 
^ r 2 (R—r ). E facil ver que essa funqao possui um maximo local em [0,R] atingido em r t = | R. A altura do cilindro correspondente e 
h t = §. (Obs: pode tambem expressar V em funqao de h: V(h ) = nR 2 h(l — jj) 2 .) 

7.17: Seja r o raio da base do cone, h a sua altura. O volume do cone e dado por V = | x nr 2 x h. Como her sao ligados pela relaqao 
( h—R ) 2 + r 2 = R 2 , podemos expressar V somente em termos de h: 

V(h)= f/i(R 2 -(h-R) 2 ) = |(2Rh 2 -h 3 ), 

onde h 6 [0,2R]. Os valores na fronteira sao V(0) = 0, 17(2 R) = 0. Procurando os pontos criticos dentro do intervalo: V'(h ) = 0 se e 
somente se 4 Rh — 3 h 2 = 0. Como h = 0 nao esta dentro do intervalo, somente consideramos o ponto critico h t = jR. (Como V"{h t ) < 0, 
e maximo local.) Comparando V(h t ) com os valores na fronteira, vemos que h t e maximo global de 17 em [0,2 R], e que tern dois minimos 
globais, em h = 0 e h = 2R. O maior cone, portanto, tern altura |j?, e raio -\Jr 2 — (| R — R) 2 = ^-R. 

7.19: Cada quadrado retirado deve ter os seus lados iguas a j(l — -j=). 

7.20: Como no exemplo anterior, T(x) = + LzA Procuremos o minirno global de T em [0, L], O ponto critico x t e soluqao 

de — A — p = 0. Isto e, x t = . = =. Se v 1 > v 2 , T nao tem ponto critico no intervalo, e T atinge o seu minirno global em 

ViV x 2 +h 2 2 v( v 2 / v l) 2- 1 

x = L (a melhor estrategia e de nadar diretamente ate B). Se Vi < v 2 , e se . h , = < L, entao T tem um minirno global em x. (como 

V , (v 2 / v l) 2 -l 

T"(x) = - ^' 2+h 2 ^ > 0 para todo x, T e convexa, logo x t 6 (0, L) e bem um ponto de minirno global). Por outro lado, se -j=J=== > L, 
entao x* nao pertence a (0, L), e o minirno global de T e atingido em x = L. 

7.21: Seja O o centro da piscina. Uma estrategia que minimize o tempo de viagem e de nadar em linha reta de A ate um ponto C na 
beirada tal que o angulo COB seja igual a j (ou — f). Depois, andar na beirada de C ate B. 
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7.22: A maior vara corresponde ao menor segmento que passa por C e encosta nas paredes em dois pontos P eQ (ver imagem abaixo). 


D 



Seja 9 o angulo QCD. Quando 9 e fixo, a distancia de P a Q vale 


/( 0 ) = 


L 

cos 9 


M 

sen 6 


Precisamos minimizar/ no intervalo (0, J). (Observe que limg_, o +/(0) = +oo, lim n-f(9) = + oo.) Resolvendo f'(9) = 0, vemos 

que o unico ponto critico ft, satisfaz tan 3 ft, = M/L. E facil verificar que / e convexa, logo ft, e um ponto de rninimo global de /. Assim, 
o tamanho da maior vara possfvel e igual a 

/(ft*) = • • • = L(l + ( M/L ) 2 / 3 ) 3/2 . 

Observe que quando L = M, a maior vara tem tamanho 2V2L, e quando M —> 0 + , a maior vara tende a ter tamanho igual a L. 


Capftulo 8 

8.1: (Ja vimos no Exemplo 6.36 que a afirmaqao vale para p = 1, q = 1.) Observe que = ( S n *> p/l1 yi Logo, basta provar a afirmaqao 
para q = 1 e p > 0 qualquer: lirn^oo SsaZ. = o. Mostremos por induqao que se a afirmaqao vale para p > 0 (lim^oo SsaZ. = o), entao 
ela vale para p + 1. De fato, pela regra de B.H., 


(lnx ) p+1 (p + l)(lnx)Pi , . „ (lnx) p „ 

lim -= hm -= (d + 1 ) lim -= 0 . 

x —»oo x x —> oo 1 x—>oo x 

Entao, a afirmaqao estara provada para qualquer p > 0 se ela for provada para 0 < p < 1. Mas para tais p, (lnx) p < lnx para todo x > 1, 
logo, 

, (lnx) p , lnx 
hm -- —< hm -= 0 , 

x— »oo x x— *co x 


pelo Exemplo 6.36. 


8.3: (1) 0 (2) 0 (3) -oo (4) 0 (5) 0 ( 6 ) oo (7) 0 ( 8 ) oo 


8.4: (1) A funqao e a sua propria assintota obliqua. (2) Nao possui ass. (3) y = —2 (vertical), y = x — 2 em ±oo. (4) Nao possui ass. 
(5) y = 0 em —oo, y = x em +oo. (6) y = x em +oo. (7) y = x —ln2 em +oo, y = —x —ln2 em —oo. ( 8 ) Nao possui assintotas: 

apesar de m = lim^oo g ^ existir e valer 1 , lim x _ (00 { e APA+\ _ ^ 


8.5: Em geral, nao. Por exemplo, /(x) = x+ i sen(x 2 ) possui y = x como assintota obliqua em +oo, mas/'(x) = 1— +2cos(x 2 ) 

nao possui limite quando x —> oo. Na verdade, uma funqao pode possuir uma assintota (obliqua ou outra) sem sequer ser derivavel. 


8 . 6 : (1): 0 dominio de ( Er ) 2 eD = R\ {0},o sinal e sempre nao-negativo, tem um zero em x = 1. / nao e par, nem impar. Os limites 
relevantes sao lim^Qi /(x) = +oo, logo x = 0 e assintota vertical, e 


lim (——-) 2 = ( lim ——-) == ( lim (l— -)) = l 2 = 1. 

— »±OO v V J VX— >±oo V J Vx— »±OO v V J J 


X — 1 \2 


l ^ 2 


Logo, y = le assintota horizontal. / e derivavel em D, e /'(x) = 2 ^ x 3 1 ^ 
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X 

0 

1 


/'(X) 

+ 

- 

o 

+ 

Var. de / 

+ oo 

+oo 

mm 

. 


f possui um mi'nimo global em (1,0). A segunda derivada e dada por f"{x) = Ela se anula em x = e muda de sinal neste 

ponto: 


X 

0 3 

u 2 

/"(X) 

+ 


+ 

0 

- 

Conv. de / 

- 


- 

0 

— 


Logo, / e convexa em (— oo,0) e (0, §), concava em (§, ooe possui um ponto de inflexao em (§,/(§)) = (§, |). 



(2): 0 domlnio de /(x) = x(lnx) 2 e D = (0,+oo), e o seu sinal e: /(x) > 0 para todo x e D. A funcjao nao e par nem Impar. 
Como lim x _ (00 /(x) = + oo, nao tern assintota horizontal. Para ver se tern asslntota vertical em x = 0, calculemos lim x _ (0 + /(*) = 
lim x _ (0 + . Como ambas fungoes (lnx) 2 e 1/x sao derivaveis em (0,1) e tendem a +oo quando x —» 0 + , apliquemos a regra de B.H.: 


lim 

x-*0+ 


dnx ) 2 

1/x 


= lim 

jt->0+ 


2(lnx)l/x 

—1/x 2 


= —2 lim x In x. 

x->0+ 


Usando a regra de B.H. de novo, pode ser mostrado que esse segundo limite e zero (ver Exemplo 6.37). Logo, lim x _ (0 + /(x) = 0: nao 
tem asslntota vertical em x = 0. A derivada e dada por /'(x) = lnx(lnx + 2). 


X 

e“ 2 1 

f’M 

+ 0 - 0 + 

Variac;. de / 

max;. 

min. 


0 maximo local esta em (e 2 ,/(e 2 )) = (e 2 ,4e 2 ), e o minimo global em (1,/(1)) = (1,0). A segunda derivada de / e dada por 
f ,, {x') = 2 0 n ~ y+ '0 



e- 1 

f"M 

- 0 + 

Conv. de / 

- - 


Logo, / e concava em (0, e 1 ), possui um ponto de inflexao em (e 1 ,/(e 1 )) = (e 1 ,e 1 ), e e convexa em (e 1 ,+oo). 
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Podemos tambem notar que lim J ._ (0 + f'(x) = +oo. 


8.7: D = R\{±4}. Os zeros de f(x) := Xz tz sao x = —2, x = +2, e o seu sinal: 


Como 



a reta y = 1 e assintota horizontal. Como 

lim /(i) = to o, lim /(x) = ±oo, 
x-»—4=*= *->+44 


as retas x = —4 e x = +4 sao assintotas verticais. A primeira derivada se calcula facilmente: f'(x ) = ■ 1°S° a var i a ? ao de / e 

dada por: 


X 

-4 0 4 

/'(*) 

+ 

+ o - 

- 

Variag. de / 


max. 



A posi^ao do maximo local e: (0,/(0)) = (0, ^). O grafico: 



A segunda derivada: f"{x ) = 24, e a convexidade e dada por 


X 

-4 4 

/"(*) 

+ 

- 

+ 

Conv. / 

— 

— 

— 


8.8: OBS: Para as demais funqoes, colocamos somente um resumo das solugoes, na forma de um grafico no qual o leitor pode verificar 
os resultados do seu estudo. 

(1) Ass. vert.: x = 0. Ass. obliqua: y = x. 
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(8) Observe que (e^ — 2) 3 e par, e nao e derivavel em x = 0. 


/'(*) 


e x {2e x -1 ) 

e 2x - e x +3 


fix) = 


e x (12e x — e 2x — 3) 
(e 2x —e x + 3) 2 


( e |x |_ 2 ) 3 




Obs: fix) = /(x)ip(x), onde q>{x) = + jzr[). A funqao nao e derivavel nem em x = 0, nem em x = 1 (apesar de ser continua 

nesses pontos). fix) = (y(x) 2 + p'ix))fix) = —^ x 2 ( x l \)2 < logo, / e convexa em (—oo,0) e (0,1), concava em (1, oo). Essa funqao 
possui uma assintota obliqua: y = x — g. 
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Capftulo 9 

9.3: A soma associada da, usando a formula sugerida, 

e° e 1 /" e 2 / n 
area(J?„) =- 1 -t- 


e (n—l)/n e _ 1 


J2 e l/n_i 

1 In 


«l/n__i .. t i 

Mas limn^oo 1 , = lim^ot —— = 1. Logo, area(R) = e— 1. 

9.5: (1) /(x) = 0 se x < /(x) = (x — |) se x > \ (2) I(x) = — ^-+x (3) I(x) = x 2 — x. 

9.6: dl -2x + C (2) E + c 0) ^+C (4) ^-+C (5) §(l + x ) 3 / 2 + C ( 6 ) senx + C (7) -cosx + C ( 8 ) isen(2x) + C (9) e x + C (10) 
x + e~ x + C (11) \e 2x + C (12) — |e _x2 + C (13) 2yfx + C (14) lnx + C (15) arctanx + C (16) Com —1 < x < 1, arcsenx + C 


9.8: Como y-xe primitiva de/(x) = x — 1, temos Jg(x— l)dx = (^—x )| 2 = 0. Esse resultado pode ser interpretando decompondo 

/»2 c 1 

a integral em duas partes: J Q /(x)dx = J Q /(x)dx + J /(x)dx. Esboqando o grafico de /(x) entre 0 e 2, 



/* ^ -i 

Vemos que a primeira parte J. /(x)dx = — 2 e a contribuiqao do intervalo em que / e negativa, e e exatamente compensada pela 

/• 2 i 

contribuiqao da parte positiva J /(x)dx = + j. 


9.9: Nao, a conta nao esta certa. E porque a funqao A nao e contlnua (nem definida) em 0, ora 0 pertence ao intervalo de integraqao. 

»»2 i 

Logo, o Teorema Fundamental nao se aplica. No entanto, sera possivel dar um sentido a J dx, usando integrals improprias. 


9.10: (1) 5, (2) (3) i, (4) 1. (5) 


9.11: 



Observe que expressando a area com uma integral com respeito a x, 

r e_1 r fi2 

A=J (2 —(—l))dx + J (2 —lnx)dx. 

Essa integral requer a primitiva de lnx, o que nao sabemos (ainda) fazer. 

9.12: Consideremos f a para diferentes valores de a: 



A area debaixo do grafico de f a e dada pela integral 


4 = | fa( x ')dx=—\ (a 2 —x 2 )dx = (---)= \ae a . 


Um simples estudo de a —> I a mostra que o seu maximo e atingido em a = 1. 


240 


Calculo 1, Versao 1.02 (26 de fevereiro de 2015). Sugestoes, crfticas e corregoes: sacha@mat.ufmg.br 




APENDICE A. SOLUCOES DOS EXERCICIOS 


9.13: Como I n = a " , temos lim^oo /„ = a. Quando n —> oo, o grafico de x <-> x 1 /" em R + tende ao grafico da fun<;ao constante 
/(x) = 1. Ora, J“/(x)dx = a! 

9.14: (1) ~~ 4 ^ + x + C, (2) =^~ 52 ^ +C, (3) -Af- | +C, (4) 2tanx + C. 


9.15: (1) i(x+l) 8 +C (Obs: aqui, bastafazer asubstitui^ao u = x+1. Pode tambem fazer sem, mas implica desenvolver um polinomio de 
grau 7!) (2) 2 ( 2 y+i) +c 8 (i- 4 x) 2 +C ^ “2 cos(x 2 )+C, (5) ^ sen 2 (x)+C, ou-^ cos 2 (x)+C (6) 2sen(Vx)+C, (7) | + ^ sen(2x)+C, 
(8) \ ln(l+x 2 )+C, (9) §(l+senx)2+C (10) J tan xdx = J dx = — J (c c ° s s ^ dx—ln|cosx|+C. (11) § ln(l+x 2 )+5arctanx+C (12) 
arctan(^ ; ) + C (13) Com a substituigao u := e x , du = e x dx, J e x tan(e x )dx = J tan udu = — In| cosu| + C = — In| cos(e x )| + C. (14) 

lokw - TTJ +C (15) i(l +X 2 )i +C (16) +C (17) - 3^37 + iS7 + c (a ideia aqui e escrever = ^7 cos t = cos t) 

Qg-j (sen *) 4 _ (senif ) 6 


9.16: (1) Com u = 1 —x 2 , du = —2xdx, temos 


2 x 3 dx 
Vl — x 2 


: dx = — 


\/l — x 2 


(— 2 x)dx = — 


1 -u 


1 du 


vn 

= -2/u+ |u 3/2 + C 
= —2l/l-x 2 + |(1—x 2 ) 3/2 + C. 


(2) Completando o quadrado, e fazendo a substituiqao u = 2x — 1, 
dx I dx 


2 dx 


Vx-x 2 J -(x- i) 2 J \/l — (2x — l) 2 

du 


Vl — u 2 


= arcsenu + C = arcsen(2x — 1) + C. 


(3) Com u = In t, J^-dx = f udu = ^ + 0 = jQnx ) 2 + C (4) Com u = e x , J e e * e x dx = J e u du = e u + C = e e * + C. (5) 
f iwx = x — 2<fx + 21n(l + V3F) + C. ( 6 ) J tan 2 xdx = J (1 + tan 2 x — l)dx = tanx — x + C. 

9.17: (1) senx — xcosx + C, (2) |xsen(5x) + cos(5x) + C (3) Integrando duas vezes por partes: 

J" x 2 cos xdx = x 2 senx — J" ( 2 x)senxdx = x 2 senx — 2 jx(— cosx) — J" (—cos x)dx .J- 

Portanto J x 2 cos xdx = x 2 senx — 2(senx — xcosx) + C. (4) (x — l)e x + C (5) — ^e~ 3x (x 2 — |x—|) + C ( 6 ) 

J" x 3 cos(x 2 )dx = x 2 (xcos(x 2 ))dx = x 2 (| sen(x 2 )) — J"(2x)(| sen(x 2 ))dx 

= 5 X 2 sen(x 2 ) + 2 cos(x 2 ) + C. 

9.18: (1) J arctanxdx = xarctanx—J ^772 dx = xarctanx— \ ln(l+x 2 )+C. ( 2 ) x(lnx) 2 — 2 x(lnx— 1 )+C (3) xarcsenx +Vl — x 2 +C 

(4) J x arctan x dx = j (x 2 arctan x — x + arctan x) + C 

9.19: (1) —^“(senx+ cosx) + C (2) y^jCsen t — scos t) + C (3) |(sen(lnx) —cos((nx)) + C 
9.20: Chamando u = Vx + 1, temos 

J" e ' /x+1 dx = J" 2 ue“ du = 2 {ue u — e“}|^ = 2 e 2 . 

Chamando u = lnx, temos e“ du = dx, e 

Logo, J x(lnx ) 2 dx = |x 2 (lnx ) 2 — |x 2 lnx + |x 2 + C. 

9.21: Para ter = f + 7177 . i st0 e 1 = A(x 2 + 1)+Bx, AeB devem satisfazer as tres condiqoesA = 0, B = 0, A= 1, que obviamente 

e impossi'vel. 
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9.22: Para ter = £ + ( x + : j 2 . isto e 1 = A(x + l ) 2 + Bx, A e B precisariam satisfazer as tres condiqoes A = 0, 2A + B = 0, A= 1, 

que obviamente e impossivel. 

9.23: (1) + arctan(\/2x) + C (2) Como = x 3 — x + temos f yf^y dx = ^ — yy + | ln(x 2 + 1) + C. (3) ^ + c 
(4) A decomposi^ao em fraqoes parciais e da forma . +1 . = f + yfy ■ Colocando no mesmo denominador, A e B tern que satisfazer 
1 = (A + B)x + A para todo x. Logo, A = 1 e B = — 1. Isto e, pyy: = y — +■. Logo, 


1 

1 

—-dx = 

— dx — 

J * 2 + * J 

* J 


1 


dx 


x + 1 

= In |x| — ln|x + 1 | + C, 


(5) O integrante e da forma ^4, em que o grau de P e menor do que o de Q. Alem disso, podemos fatorar x 3 + x = x(x 2 + 1). O 
polimomio de ordem 2 tem discriminante negativo. Logo, e irredutivel, e podemos tentar uma decomposiqao da forma 

1 A Bx + C ,, 

—-77 = - H- 7 -- Vx . 

x(x 2 + 1) X X 2 + 1 

Colocando no mesmo denominador, A B e C tem que satisfazer 1 = (A + B)x 2 + Cx + A para todo x. Logo, A = 1, C = 0, e B = —A = —1. 
Isto e, 


dx = — dx — 


x 2 + 1 


dx = ln[x| — 


x 2 +1 

1 


- dx 


= In |x| — 5 ln(x 2 + 1 ) + C, 

Nesta ultima integral, fizemos u = x 2 + 1, du = 2xdx. ( 6 ) Como A = 16 > 0, podemos procurar fatorar e fazer uma separa^ao em 
frames parciais, 

C ft v C /tv .f/tv .f/tv .lv — 1 

+ c. 


dx 

dx i 

' _^_ + i 

r _ i ln 

X — 1 

x 2 + 2x — 3 _ 

(x + 3)(x — 1) 4 J 

x + 3 4 J 

— 4 in 
x — 1 ^ 

x + 3 


(7) Como A = —8 < 0, o denominador nao se fatora. Completando o quadrado, 


dx 


dx 


dX _ j yX+ly ^ 

x 2 + 2x + 3 J (x + 1) 2 + 2 2 J (£+J) 2 + 1 -7z arCtan( -“7f^ + C - 

v 2 


® COm ° = £ “ 4(7^) + 2 ^’ tem0S 


dx 


^ = iln|x|-iln|x-2|-^-L_ + C. 


= I + £ + F+ comA = -1, B = 1, C = 1. Logo, 


dx 


x 2 (x + 1 ) 


= — ln|x| — i + ln|x + 1| + C' ■ 


(10) Como t 4 + 1 3 = t 3 (t + 1), procuramos uma separa^ao da forma 


1 


ABC D 
= - + — + — + —- Vt. 


t 4 + 1 3 t t 2 t 3 t +1 
Colocando no mesmo denominador e juntando os termos vemos que A,B,C,D tem que satisfazer 

1 = (A+D)t 3 + (A + B)t 2 + (B + C)t + C Vt. 

Identificando os coeficientes obtemos C = 1, B = —C = — 1, A = — B = +1, e D = —A = —1. Isso implica 


1 


t 4 + t 3 


dt 


dt 


dt= __ 2 L+ 


t 2 


dt 


t 3 


dt 
t + 1 


— In [ 1 1 + — — — In 1 1 + 1| + C. 
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(ii) 


dx _ f dx 
x(x +1) 3 x 


dx 


dx 


dx 


x + 1 J (x +1) 2 J (x + l) 3 


= In |x| — In |x + 1 | H--- 1 —-—-—— + C. 

x + 1 2 (x + 1) 2 

( 12 ) J ^ 3 ^ dx = J ^r = ln|x| + C (13) Com u = x 4 — 1 , J j- dx = ^ ln|x 4 — 1 | + C (e bem mais simples do que comeqar uma 
decomposiqao em fraqoes parciais...) (14) Comeqando com uma integraqao por partes, 


xlnx , — 1,1 

■ dx = —— lnx + - 


_ - dx 

(x 2 + l ) 2 2 (x 2 + 1 ) 2 J (x 2 + l)x 


1 


e essa ultima integral se calcula como no Exemplo 9.23. (15) Primeiro, observe que x 3 + 1 possui x = —1 como raiz. Logo, ele pode ser 
fatorado como x 3 + 1 = (x + l)(x 2 — x + 1). Como x 2 — x + 1 tern um discriminante negativo, procuremos uma decomposiqao da forma 


1 


Bx + C 


x 3 + l x + 1 x 2 —x + 1 

E facil ver que A, B e C satisfazem as tres condiqoes A + B = 0, —A + B + C = 0 ,A + C = 1. Logo, A = j, B = — *, C = j. Escrevendo 


dx 


f dx 

1 1 

(* x — 2 

d x 

J ^+i“ 

3 J 

X 2 —X + 1 


In |x + 1| — 

l 

f x — 2 

dx 

3 J 

1 X 2 — X + 1 


Agora, 


x — 2 i f 2x — 1 of dx 

-5 - - dx = j - 7 dx — 2 -5 - ~ 

x 2 —x + 1 2 x 2 —x + 1 2 x 2 —x + 1 


dx 


= 5 ln|x 2 — x + 1 | — 2 1 2 

2 2 1 x 2 —x + 1 

= j ln|x 2 — x + 1 | — arctan(-4j(x — 5 )) + C . 


Juntando, 


J ^+1 = 5 ln l+ + 1 |-5 ln l+ 2 -^ + 1 l + 5 7 J arctan (^(x- 5 )) + C. 


9.24: Com a dica, e a substituiqao u = senx. 


dx 

cosx 


1 — sen 2 x 


dx = 


du 

1—u 2 


du 

u 2 — 1 


1 , 1 u —11 

= — i In - + C 

2 lu + ll 

1 ll + senxl 

= i In - + C 

11 —senx I 


Observe que essa ultima expressao pode ser transformada da seguinte maneira: 

1 , |senx + l| i, 1 ( 1 +senx ) 2 1 , ll + senxl , I 1 I 

iln - = i In - - —— =ln - = In-htanx . 

[senx—II [ cos 2 x I I cosx I [cosx [ 

9.25: Como A = 4 2 — 4 ■ 13 < 0, o polinomio x 2 + 4x + 13 tern discriminante negativo. Logo, completando o quadrado: x 2 + 4x + 13 = 
(x + 2 ) 2 - 4 + 13 = (x + 2 ) 2 + 9, e 


x 2 + 4x + 13 


dx = 


_±_ dx = 1 

(x + 2 ) 2 + 9 9 J (l(x + 2 )) 2 + 1 


dx 


Com u = 5 (x + 2), x = 3u — 2, 3du = dx. 


-dx = 


3u — 2 


(i(x+2)) 2 +r^ 3 j u 2 + 1 

2 u 


du 


du 


- 1 rl 2 

2 J U 2 + l 3 J U 2 + 1 

= j ln(u 2 + 1) — | arctan(u) + C 
= j ln(x 2 + 4x + 13) — | arctan( - (x + 2)) + C 
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9.26: (1) — cosx + | cos 3 x + C (2) Com u = senx, J cos 5 x dx = J(1 — u 2 ) 2 du = ■■■ = senx — § sen 3 x + | sen 5 x + C (3) Escrevemos 
J (cosx senx) 5 dx = J sen 5 x(l — sen 2 x ) 2 cos xdx. Com u = senx da 


sen 5 x(l —sen 2 x) 2 cosxdx = u 5 (l — u 2 ) 2 du 


= (u 5 —2u 7 + u 9 ~)du 


u 6 u s u 10 

=-2— +-+ C 

6 8 10 


■ +C. 


6 4 10 

(4) — c °io 01 * + C (5) Com u = sen t, J (sen 2 t cos C)e sent dt = J u 2 e u du. Integrando duas vezes por partes e voltando para a variavel t, 


u 2 e u — J (2 u)e u du 

u 2 e u -2{ue u -j e u du} 

u 2 e u — 2{ue u — e u } + C 
e u (u 2 — 2u + 2) + C 
e sent (sen 2 t - 2 sen t + 2) + C. 

(6) Com u = cosx, J sen 3 x^cosx dx = — J(1 —u 2 )Judu = — J(u 1 / 2 —u 5 / 2 )du = — gii 3 / 2 + |u 7 / 2 + C = — |(cosx) 3 / 2 + g(cosx) 7 / 2 + C. 

(7) J sen 2 xcos 2 xdx = J( 1 — cos 2 x)cos 2 xdx = J cos 2 xdx — J cos 4 x dx, e essas duas primitivas ja foram calculadas anteriormente. 

9.27: (1) Jsec 2 xdx = tanx + C. (2) J tan 2 xdx = J(tan 2 x + 1 — l)dx = tanx — x + C. (3) J" tan 3 xdx = J tanx(l + tan 2 x)dx — 
J tanxdx = g tan 2 x —ln|cosx| + C. (4) J tanxsecxdx = secx + C. (5) J tan 4 xsec 4 xdx = J tan 4 x(tan 2 x + l)sec 2 xdx = J u 4 (u 2 + 
l)du = ^u 7 +|u 5 + C = | tan 7 x + | tan 5 x + C. (6) J" cos 5 x tan 5 xdx = J sen 5 xdx = J" (1 — cos 2 x) 2 senxdx = — J(1 — u 2 ) 2 du = 
—u + §u 3 — gti 5 +C = — cosx + | cos 3 x— g cos 5 x + C. (7) J sec 5 x tan 3 xdx = J sec 4 x(sec 2 x — l)(tanx secx)dx = J w 4 (w 2 — l)dw = 
jw 7 — gw 5 + C = g sec 7 x — g sec 5 x + C. (8) Por partes (lembra que (sec0)' = tan 6 sec 8): 



sec 2 8 sec 0 d 9 = tan 8 sec 8 — j tan 2 8 sec 8 d 8 

= tan 8 seed — f (sec 2 6 — 1 )sec 9 dd . 


Logo, 


sec 3 9 d 9 = i tan 8 sec 9 + J sec 8 d 8 . 


Ja calculamos a primitiva de sec 8 no Exerci'cio 9.24: J seed dd = ln|sec0 + tand| + C. Logo, 


sec 3 8 dd = 5 tan 8 sec 9 + ^ lnlsec 8 + tan 8\ + C. 


9.28: De fato, 


( 5 arcsen x + g x V 1 —x 2 )' = \ \ + \ V1 — x 2 + \ 


•J 1 —x 2 

1 -x 2 


— 2 x 

^Vl-x 2 


■ it/l —:> 


2 2 
= i -\/1 — x 2 + i V 1 — x 2 = Vl—x 2 . 


9.29: A area e dada por A = 4 p dx. Comx = asen0, 


A=4/3 \l-- dx = 4a/3 cos 2 8 dd = naji . 

Jo ' “ Jo 


Quando a = /3 = R, a elipse e um disco de raio R, de area nR-R = nR 2 . 
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9.30: (1) Sabemos que f ^— = arcsenx + C, mas isso pode ser verificado de novo fazendo a substituicao x = sen 6: f dx = 
J v i-x 2 V i-x 2 

f , 1 cos 6 d6 f d.6 = 6 + C = arcsenx + C. (2) Com x = VTOsent da 
J v 1—sen 2 e J 


VlO — x 2 


zdx = 


"V^IO sen 7 t r . r 7 I 7 , 

——= -v lOcos tdt = V10 | sen 7 tdt 

a/10cos t 


Uma segunda substituigao u = cos t da 


sen 7 tdt = J (1 — cos 2 t) 3 sen tdt 
= -J (1-U 2 ) 3 dli 
= - f (1 — 3u 2 + 3u 4 — u 6 )du 


= _{ u _ u 3 + 3 u 5_I u 7| + c 
1 5 7 > 


Para voltar para x, observe que u = cos t = V 1 — sen 2 t = -\/1 — (x/VTO) 2 . Logo, 


f x7 dx-V Io 7 { \ 

l-- + \ 

l_x3 _3 

l-* 2 +i\ 

l-* 2 } 

J VlO-x 2 1 

10 \ 

10 5 \ 

10 7 \ 

10 > 


(3) Observe que Vl — x 3 ndo e da forma Va 2 — b 2 x 2 ! Mas com a substituiqao u = 1 — x 3 , J J c = dx = — j J + C = 

— 3 \/l — x 3 + C. (4) Aqui uma simples substituiqao u = 1 — x 2 da J x\/l —x 2 dx = —1(1 — x 2 ) 3 ^ 2 + C. (Pode tambem fazer x = send, 
e um pouco mais longo.) (5) Completando o quadrado, 3 — 2x — x 2 = 4 — (x + l) 2 . Chamando x + 1 = 2 sen d, 

2 send — 1 


•J 3 — 2x — x 2 


dx = 


V 4 — 4 sen 2 d 


2 cos d d d = 2 sen d d d — d d 


= —2 cos d — d + C. 


Voltando para x, temos 


V3 — 2x — x 2 

(6) Com x = 3 sen d obtemos J" x 2 V9 — x 2 dx = 3 4 J sen 2 d cos 2 d d d. 
9.31: (1) fazendo x = 3 tan d da 


dx = —2^j\ — ( Pfr ) 2 — arcsen( ) + C. 


\! 4x 2 +1 


zdx = 


(3 tand) 3 1 „ 

2 — sec 2 ddd 

■v/ sec 2 d 2 

tan 3 d secddd 


= 35 (sec 2 d — 1)seed tanddd 


Com w = seed, obtemos J (sec 2 d — 1) seed tan ddd = sec 3 e — secd + C. Mas tand = 2x implica seed = V tan 2 d + 1 = V1 +4x 2 . Logo, 


= dx = 


(l + 4x 2 )i \/l+4x 2 


V 4x 2 + 1 43 16 

Observe que pode tambem rearranjar um pouco a funqao e fazer por partes: 

f x 2 - 8X dr 

\! 4x 2 +1 J 2v4x 2 + l 


+ C. 


= ^|x 2 V 4x 2 + 1 — j (2x)V 4x 2 + ldx j 

JA! }+C , 
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da na mesma! (2) Com x = tan0, temos 


x 3 Vx 2 + 1 dx = can 3 8 sec 3 8 d 8 


= J (sec 2 0 — l)sec 2 0(tan0 secQ)dQ 

(via w = sec 8) = | sec 5 6 — | sec 3 6 + C 

= 1 (x 2 + 1) 5 ^ 2 - | (x 2 + 1) 3 ^ 2 + C. 

(3) Aqui nao precisa fazer substituiqao trigonometrica: u = x 2 + a 2 da J x\/x 2 + a 2 dx = j J -Judu = \u 3 ' 2 + C = j(x 2 + a 2 ) 3 / 2 + C. 

(4) Como x 2 + 2x + 2 = (x + l ) 2 + 1, a substituicao x + 1 = tanO da f . dx = f sec ? dd = f seed dd = In | sec# + tan0| + C = 

J v x 2 +2x+2 j secu J 

ln|x +1 + V x 2 4 2x + 21 + C. (5) Apesar da fumjao nao possuir raizes, fagamos a substituiqao x = tan 8 : 


dx 


(x 2 + 1) 3 


sec 2 6 


(tan 2 8 + 1) 3 


-dd = 


dd 

sec 4 8 
38 


= cos 4 8 d8 . 


Essa ultima primitiva ja foi calculada em (9.29): J cos 4 6 dd = ^ sen 6 cos 3 8 + ^ + jg sen(20) + C. Ora, se tanO = x, entao send = 


/l+x 2 


/ l +*2 


• Logo, 


dx 


(x 2 + l ) 3 4(1+x 2 ) 2 8 


+ -1 arctan x + - 


1 +x : 


-}+C. 


(6) Com x = 2 tan 0 , J 
r dx 

J v2 ./,2 i4 


;2 y x 2 +4 


= ? / sen^o ^ = — 4 sen 0 + C- Agora observe que 2tan0 = x implica send = -j==. Logo, 


/x 2 +4 

4x 


+ C. 


9.32: Ja montamos a integral no Exemplo 10.2, e esta pode ser calculada com os metodos dessa seqao: L = 2 jj V1 + 4x 2 dx = 


f+ iln(i + #). 


9.33: (1) Seja x = y/3secd. Entao dx = V'SsecOtanO, e 

J" x 3 Vx 2 — 3dx = J" (V f 3sec0) 3 -/3tan0V , 3sec0tan0d0 
= \/3 5 J" {sec 2 0 tan 2 8 } sec 2 8dd 

( com u = tan 8) = \/3 5 J" ( u 2 + 1 )u 2 du 

= \/3 5 (u 5 /5 + u 3 /3) + C 

Mas como cos0 = yfS/x, temos (fazer um desenho) u = tanS = Vx 2 —3/V3. Logo, 


x 3 \/x 2 — 3 dx = | Vx 2 — 3 + Vx 2 —3 +C 


Um outro jeito de calcular essa primitiva e de come^ar com uma integra^ao por partes: 


J x 3 V^Idx = i J x 2 { 2 xt/x 2 --3}dx = H x2 (x2 3/ f 2 -f 2 x (x 2 3 / f / 2 dx} 

-§ J 2 x(x 2 —3) 3 / 2 dx} 


2 (x 2 - 3) 3 / 2 


3/2 

; (x 2 -3) 3 / 2 2 (x 2 -3) 5/2 

3/2 3 5/2 


} + C 

= I x 2 (x 2 - 3 ) 3 / 2 - ^ (x 2 - 3 ) 5 / 2 + C ) 

(2) Com x = a seed, f , dx dx = f sec0 d0 = In | sec0 + tan0| + C. Como cos 6 = f, 

J V x 2 —a 2 J 
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Logo, f 




fdx = ln|f 


yj x 2 —a 2 
a 


+ C. (3) Com x = seed, dx = sec0 tan 9dQ: 


V x 2 — 1 


-dx = 


sec 3 9 


sec 9 tan6d9 


tan 9 

= I sec 2 9 sec 2 9d9 


= J (tan 2 0 + 1 )sec 2 9d9 
(u:=tan 0 ) = f (it 2 + l)du 


— ~—h U + C 
3 


tan 3 9 


■ + tan 9 + C . 


Mas sec 9 = x implica tan 0 = Vx 2 — 1. Logo, 


^3 ^ 2 

rir = -(x 2 — 1)2 + Vx 2 — 1 + C . 
Vx^l 3 v 


Capftulo 10 

10.1: Representando a metade superior do circulo de raio R centrado na origem com a funqao /(x) = VR 2 — x 2 , podemos expressar o 
comprimento da circunferencia como 

2 f t/1 + [(Vr 2 ^ 2 )'] 2 dx = 2R f = = 2R f , = = 2rrR. 

J-r J—r r/s^-Tx 2 J_r vT^^u 2 

10.2: Lembrando que cosh'(x) = senhx, que cosh 2 x — senh 2 x = 1, e que coshx e par, 

L = j V 1 + (senhx ) 2 dx = 2 j coshxdx = 2 senh(l) = e — e _1 . 


0.3: O comprimento e dado ] 


_ r 1 rr 


L = 


%/ 1 +e 4 2 

U 


n 


u 2 — 1 


■du = 


Vl+e 4 


1 du - 


+2 


■/!+? 




du 

u 2 — 1 


Essa ultima integral pode ser calculada como no Exemplo 9.22: J | In jj+y + C. Logo, 


L = v / l + e 4 -r/2 + 


n.r fLg- 1 

L \/l + e 4 + l 


/2 + 1-I 

V2-1- 1 ' 


10.4: (1) A esfera pode ser obtida girando o semi-disco, delimitado pelo grafico da funqao f(x) = Vr 2 — x 2 , x e [—r, r], em torno do 
eixo x. (2) O cilindro pode ser obtido girando o grafico da funqao constante /(x) = r, no intervalo [0,/i]. (3) O cubo nao e um solido de 
revoluqao. (4) O cone pode ser obtido girando o grafico da funqao /(x) = Jx (ou /(x) = r — j^x), no intervalo [0,/i], 


10.5: 11 n 

10.6: 5. 


10.8: A area e dada por 


it/2 


sen(x)dx = -cos(x )|^ /2 = -(- 1 ) - 0 = 1 . 


Girando em torno do eixo x: V) = f^ 2 n(senx) 2 dx. Ou, com as cascas: V) = J 0 2ny(n/2 — arcseny) dy. Em torno da reta x = n, 
usando as cascas: V 2 = J^ 2 2n(n — x)senxdx. Sem usar as cascas: V ’ 2 = 7 r (§) 2 -1 — 7 t(arcseny ) 2 .dy. 
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10.9: O cone pode ser (tem varios jeitos, mas esse e o mais simples) obtido girando o grafico da fungao /(x) = jjx, 0 < x < H, em 
torno do eixo x. Logo, 

V = [ H n(-xfdx = n^ ( H x 2 dx = n^- = -nR 2 H 

Jo J « 2 Jo « 2 3 3 

Obs: pode tambem rodar o grafico da fumjao f(x) = —^x + H, 0 < x < R, em torno do eixo y. 

10.10: O volume e dado por V = J‘ n(</xln x) 2 dx. Integrando duas vezes por partes, obtem-se 

x(lnx) 2 dx = —(lnx) 2 — f — 2(lnx) — dx 


= ^-(lnx) 2 -{^-lnx- I E- ^dx} 


A n , 

= — (lnx) — | xlnxdx 


2 x 


= —(lnx) 2 -lnx + — + C 

2 2 4 


Logo, V = n ‘Er 1 - 


10.11: (1) Cil.: fj 7t(x 2 ) 2 dx, Case.: 2ny(l — -/y)dy. (2) Cil.: fj tt( 1 2 — (1 — x 2 ) 2 )dx Case.: 2tr(l — y)(l — Jy)dy, (3) Cil.: 
fj tt((l + x 2 ) 2 — l 2 ) dx Case.: fJ 2n(l + y)(l -/y)dy (4) Cil.: fj 7t(l 2 - /y 2 )dy Case.: fj 2nx ■ x 2 dx (5) Cil. fj n(l - Jyf dy 
Case.: fj 2n(l — x)x 2 dx (6) Cil.: n(2 2 — (1 + -/y) 2 ) dy Case. J* 27t(l + x)x 2 dx 


10.12: Com o metodo dos cilindros. 


OU, usando o metodo das cascas, 


V = J n2 2 dx — J 7t(2 —(1 —(x —2) 2 )) 2 dx . 

V=[ 2n(2-y)2 V T 3 ydy. 

Jo 


OU, transladando o grafico da fum;ao, e girando a nova regiao (finita, delimitada pela nova curva y = — 1 — x 2 e o eixo x), 


10.13: O volume e dado pela integral 


V = n2 2 dx— n(— 1 — x 2 ) 2 dx. 


+1 e 2 * + 2 + e 2jc 


V = 7tcosh 2 xdx = 7t 

J-i 


7t j e 
4 *■ ~2 


-1 ^ 

2x p —2x 

2x — 


dx 


+1 
f-i 


= ^{e 2 + 4-e- 2 } 


10.14: Em torno da reta x = n: 


Em torno da reta y = — 1: 


V= | 2n(n — x)| cosx| dx, ou V= | 71(71 — arcosy) 2 dy . 

tc/2 


n/2 


V = 7i • l 2 dx — I ti(cosx — (—l)) 2 dx, ou V = 27t(y — (—1))(tt —arcos y)dy. 


tz/2 


10.16: Se trata de mostrar que a area lateral de um cone truncado de raios r < Re de altura h e dada por 

A = n (R + r)^h 2 4- (R — r) 2 . 


De fato, fazendo o corte, 
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Chamando a distancia CD de l, e a distancia CE de L, temos A = nRL — nrl. Uma conta elementar mostra que l = \/h 2 + (R — r) 2 , 

e que L = -\/h 2 + ( R — r ) 2 . Isso da a formula desejada. 


10.17: Como a esfera e obtida girando o grafico de f(x) = VR 2 —x 2 , a sua area e dada por 


A = 2nf V R 2 — x 2 ^ 1 + (Vi? 2 — x 2 )“ dx = 27rK f dx = 4rci? 2 . 
J -R J-R 


Capftulo 11 

11.1: (1) Com u = x - 2, J 3 °° ^ = lim^oo J 3 ^ = lim^oo 2 pp = lirrq^oo ln(L - 2) = oo, diverge. (2) Diverge (e a area 
da regiao contida entre a parabola x 2 e o eixo x!) (3) J^ 00 pf = limj^oo = 5 lim i _ (00 {l — pp} = g, logo converge. (4) Como 

Jp cosxdx = senL, e que seni nao possui limite quando L —» 00, a integral impropria J 0 °° cosxdx diverge. (5) J 0 °° pfpp = §, logo 
converge. (6) Temos ^ | - 3^1, logo 

r 1 jv 

—p-= {lnx}|( — {ln(x + 1)}|( = InL — ln(L + 1) + ln2. 

J1 x 2 + * 

Mas como lim^^llni —ln(L + 1)} = lirn^oo In ppp = lnl = 0, temos pfpp = ln2 < 00 , logo converge. (7) converge. ( 8 ) Com 
u = lnx, J pp dx = J u du = \ + C, logo J 3 °° ^ dx diverge. (9) converge (pode escrever x 4 = u 2 , onde u = x 2 ) 


11.2: (1) L(s) = j. (2) L(s) = (3) Integrando duas vezes por partes, e facil verificar que L(s) satisfaz L(s) = p(j — ji(s)). Logo, 

Us)=^. (4)1(5)=,-^. 


11.3: A funqao tem dominio R, e impar e possui a assintota horizontal y = 0, a direita e esquerda. A sua derivada vale /'(x) = A+iV • 
Logo, / decresce em (— 00 ,—1], possui um minimo local em (—1, ^), cresce em [—1,+1], possui um um maximo local em (+1, 3 ), e 

.. 2x(x^ _ 3 ) 

decresce em [1,+ 00 ). A derivada segunda vale / (x) = Logo, / possui tres pontos de inflexao: em (—v3, —pp), (0,0) e 

(V3, p),ee concava em (— 00 , — ^], convexa em [— Lp, 0 ], concava em [ 0 , ^], e convexa em [^, + 00 ). 



Vemos que a area procurada e dada pela integral impropria 


-dx= lim 


X 2 + 1 L^oo X 2 + 1 L-> 00 


dx = lim ln(L‘ + 1) = +00 . 


11.4: / tem dominio R, e e sempre positiva. Ja que 


lim 


= lim 


= 1 , lim 


x—»+oo 1 4 - e x x—»+oo 1 + e~ x ’ x—>— 00 l + e x 


= 0 , 


/ tem duas assintotas horizontais: a reta y = 0 a esquerda, e a reta y = la direita. Como /'(x) = ^ eX y 2 e sempre positiva, / e crescente 
em todo x (nao possui minimos ou maximos locais). Como f"{x ) = e que essa e positiva quando x < 0, negativa quando x > 0, 

temos que / e convexa em (— 00 , 0 ], concava em [ 0 , 00 ), e possui um ponto de inflexao em ( 0 , j): 


249 


Calculo 1, Versao 1.02 (26 de fevereiro de 2015). Sugestoes, crfticas e corregoes: sacha@mat.ufmg.br 



APENDICE A. SOLUCOES DOS EXERCICIOS 



A area procurada e dada pela integral impropria 



1 

1 + e* 


dx 


Com u = e x + 1 da du = e x dx = (u — l)dx, e 

—-—dx = ———-du 
J l + e x J u(u — 1) 

A decomposiqao desta ultima fraqao da 


1 


u(u-l) 


, I du 

-du = — — ■ 


du 
u — 1 


= — ln|u| + ln|u — 1| + C 


Logo, 



1 

1 + e x 


dx = 


lim 

L—*oo 


l+e x 


-dx 


; .lim 3 {-ln(e x + l) + lne x }^ 
= lim j — ln(l + e _x )} L 

L—*oo l JO 

= ln2 


11.5: Considere por exemplo a seguinte funqao /: 


1 - 

lAA A 1 1 





i 2 3 4 5 6 7 


Fora dos triangulos, / vale zero. O primeiro triangulo tern base de largura 1, o segundo o fc-esimo etc. Logo, a integral de / e 
igual a soma das areas dos triangulos: 

r oo 

/(x)dx=j + ^ + g+ j^H-= 1. 

Jo 

Assim, a integral impropria converge. Por outro lado, ja que f(k) = 1 para todo inteiro positivo k, /(x) nao tende a zero quando x —> oo. 

11.7: (1) Como = jp comp = a/2, a integral converge se e somente se a > 2. (2) Definap := a 2 — 3. Pelo Teorema 11.1, sabemos 
que a integral converge se p > 1, diverge caso contrario. Logo, a integral converge se a > 2 ou a < —2, e ela diverge se — 2 < a < 2. (3) 
Converge se e somente se a > 1/2 (pode fazer u = lnx). 

11.8: O volume do solido e dado pela integral impropria 


V = n 


( — ) 2 dx = n 
\ Xq J v 2q 


Pelo Teorema 11.1, essa integral converge se 2q > 1 (isto e se q > i), diverge caso contrario. 


11.9: (1) Como x 2 +x > x 2 para todo x 6 [1, oo), temos tambem qqq < dj neste intervalo, logo J^° d§ < oo, converge. 

(2) Como x + 1 > x para todo x > 1, ^ x +1) < < oo, converge. (3) f 0 °° ^ < f 0 °° e~ x dx < oo, converge. 

(4) r e£rdx > r £ ^ = r = oo, diverge. (5) Como J“ = ft & +JT & e j7 a&I * JT & < 
temos que J 0 °° converge. (6) Escrevendo = dj jfzp e observando que o maximo da funqao — no intervalo [3, oo) e |, 
temos J" 3 °° -jqj < | J 3 °° < oo, logo a integral converge. Um outro jeito de fazer e de observar que se x > 3, entao x 2 — 1 > x 3 A 

(7) Como Vx 2 + 1 > Vx 2 = x em todo o intervalo de integraqao, Jj 00 v/x 3 +1 dx > jjdx = J ^ 00 jdx. Como aqui e uma integral do 
tipo Jj 00 jp-dx com p = 1, ela e divergente. Logo, pelo criterio de comparaqao, V ^ X 2 +1 dx diverge tambem. 

( 8 ) Jj 00 dx < Jj 00 pf dx = dj dx < oo, converge. (9) Como senx > —1, J - +1 + senx d x > J JL- dx = xdx = oo, 
diverge. (10) Como lnx > 2 para todo x > e 2 , temos que J ^ e“d nx ) 2 d x < J ^ e _21nx dx = df, que converge. 
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11.10: Observe que se 0 < x < 1, entao e * 2 / 2t < 1, e se x > 1, entao x 2 > x, logo e xl ^ 2t < e x / 2t . Logo, 


e ~zi dx = 


dx + e it dx < dx + e x ^ 2t dx. 


Como essa ultima integral converge (ela pode ser calculada explicitamente), por comparaqao J" 0 °° e 21 dx converge tambem. Como 
x •-» e~ x2 / 2t e par, isso implica que /(t) e bem definida. Com a mudanqa y = x/ \/T, temos 


1 f°° _, 2 1 f°° _ y 2 

——= e 2 t dx = e dy , 

V2nt Jo ^2nJo 

que nao depende de t. Assim, / e constante. 

11.11: (1) Por definiqao, f* -j§= = lim f _, 0+ e -4= = lim f _, 0+ {—2\/l — x}J _e = 2. Logo, a integral converge. (2) !^i^dx = 
lim e _,o+ J e i ^EJdx. Integrando por partes, definindo /'(x):= X, g(x):=ln(x), temos /(x) = 2jx, g'(x) = |, e 


ln(x) ^ _ 2jx\n(x) — 2 

J J 


i/x r 1 

— dx = 2-v/xln(x) — 2 -dx 

x J v5 


= 2yxln(x) — 4 Ax + C. 


(Obs: pode tambem comeqar com u = ■/x, e acaba calculando 4 J ln(u)du.) Logo, 


f ln(x) 12^/3c ln( jc) — 4-/x + C} 1 

Jo+ V? r-o +L 

= lim —4 —2v f eln(e)+ 4\/e = —4. 


Este ultimo passo e justificado porque lim f _, 0 + = 0, e porque uma simples aplicaqao da Regra de Bernoulli-l’Hopital da lim e _, 0 + y'e ln(e) 
— lim y _, +00 = 0. Como o limite existe e e finito, a integral impropria acima converge e o seu valor e —4. 

(3) Observe que a funqao nao e definida em t = 0, logo e necessario dividir a integral em duas integrals improprias: 


1 


4eXX 


zdt = 


0+ Ve‘-1 
1 


= lim 


1 


yV — 1 


zdt 


■_dt + lim 


e^0+ J e XXX J 1 /XX 

Para calcular a primitiva, seja 11 = / e‘ — 1, du = ^==dt, i.e. dt = ^-j-du, e 


-dt. 


1 


/XX 


dt = 2 


du 

u 2 + 1 


= 2 arctan(u) + C 
= 2 arctan vV — 1 + C 


Logo, 


lim 

e-> 0 + 


dt = 2 lim arctan \/e f — 1 ] 1 =2 

h Je /e 777 ! e^0 + le 

/■£ ^ L 

—dt = 2 lim arctan /e l — l\, = n — 2 
> v^e 777 ! £->°° 

Como esses dois limites existem, J" 0 °° // converge, e o seu valor e 71 . 


arctan V e — 1 


lim 
L —»00 


arctan V e — 1 
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arcos, 43 
arcsen, 42 
arctan, 44 
area 

de regiao do piano, 162 
angulo, 15 

de refragao, 143 
medido em graus, 15 
medido em radianos, 16 
“sandufche”, 75, 81 

abcissa, 10 
aceleragao, 118 
aproximagao 

por racionais, 51 
por retangulos, 154 
por cascas, 191 
por cilindros, 188 
assfntota 

oblfqua, 146 
horizontal, 66 
vertical, 84 

circulo, 14, 101, 123 
equagao, 26 
forma generica, 14 
circulo trigonometrico, 18, 22 
cilindro, 188 
coeficiente angular, 12 
completar um quadrado, 5, 15, 33, 210, 243 
comprimento de arco, 185 
cone, 35 
conjugado, 75 
conjunto 

denso, 50 
continuidade, 91 
corda, 35, 60 
cosseno, 17 
fungao, 22 


grafico, 32 
hiperbolico, 59 
crescimento no oo, 145 
criterio 

de comparagao, 201 
decibel, 56 

decomposigao em fragoes parciais, 174 
derivada 

de fungoes trigonometricas, 105 
de potencias, 104 
como fungao, 103 
de exponencial e logaritmo, 105 
e variagao, 114, 115 
implicita, 122 
lateral, 102 
logaritmica, 111 
descontinuidade, 80, 92 
desintegragao, 58 
diferenciabilidade, 100 
e continuidade, 102 
disco, 154 

distancia Euclidiana, 11 
divisao por zero, 3, 22, 207 
dominio, 22, 55 

equagao 

conjunto de solugoes, 4 
de reta, 12 
do primeiro grau, 4 
do segundo grau, 4 
esfera, 35, 189 
estudos de fungoes, 149 
Euler, Leonard, 57 
exponenciagao, 110 
exponencial 

divergencia, 49 
na base a, 51 
na base e, 47, 57 
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propriedades, 51 

ffsica estatistica, 47 
fatoragao de polinomio, 8 
fungao, 21 
bijetiva, 38 
composigao de , 36 
exponencial, 47 
inte gravel, 157 
inversa, 39 
limitada, 23 
logaritmo, 47 
par, 29, 59 
periodica, 31 
concava, 125 
continua, 91, 160 
convexa, 125 
crescente, 30 
decrescente, 30 
limitada, 75 
fungao 

derivavel num ponto, 100 
fungao area, 159 
fungoes trigonometricas 
hiperbolicas, 59 

Gauss, curva de Gauss, 58 
grafico, 24 

area debaixo de um, 153, 198 
transformagao de, 33, 213 

hiperbole, 59 

identidades trigonometricas, 19, 34 
imagem, 38 
inclinagao, 12, 24 
indeterminagao, 64 

do tipo “§”, 78, 82, 100 
do tipo “oo — oo”, 75 
inequagao 

resolugao grafica, 34 
inequagoes, 7 

com valores absolutos, 9 
informagao 

teoria da, 48 
integragao 

de fungoes racionais, 171 
de fungoes trigonometricas, 176 


por partes, 169 
por substituigao, 165 
integral 

de Riemann, 157 
propriedades da, 158 
integral de Riemann, 188 
integral impropria 

em intervalo finito, 203 
em intervalo infinito, 197 
interpolagao, 25 
intervalo 
aberto, 6 
fechado, 6 

semi-aberto/fechado, 6 
semi-infinito, 6 

juros 

taxa de, 56 

Kepler, Johannes, 54 

Lei de Snell, 141 
limite, 51, 81, 197 
lim_ 0 ss*, 83 
x —> oo, 61, 66 
de integragao, 157 
propriedades, 67 
bilateral, 81 
infinito, 68 
lateral, 76 
propriedades, 79 
limites 

de fungoes continuas, 95 
linearizagao, 121 
logaritmo, 53 

formula de mudanga de base, 55 

grafico, 53 

na base a, 47 

natural, 57 

neperiano, 57 

propriedades, 54 

minimo 

global, 133 
local, 135 
maximo 

global, 133 
local, 135 
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maximos e minimos, 133 
montar fungoes, 35 
movimento 

retilmeo uniforme, 118 
movimento oscilatorio, 119 
mudanga de variavel, 85 

numeros 

inteiros Z, 4 
naturais N, 4 
racionais diadicos, 50 
reais K, 3 

reais nao-negativos M + , 6 
reais positivos R* , 6 
Napier, John, 54 

ordem, 6 
ordenada, 10 
na origem, 12 
otimizagao, 138 

parabola, 25, 33, 98 
periodo, 31 
piramide, 36 
piano Cartesiano, 10 
potencia 

inteira, negativa, 28 
inteira, positiva, 28 
inverso de, 41 

Potencias de dez (frlrne), 53 
Potencial 

de Lennard-Jones, 137 
preimagem, 38 
primitiva, 161, 164 

quadrante, 11 

racionais diadicos, 82, 217 
raiz 

fungao, 23 
quadrada, 5 
reflexao, 33 
regra 

da cadeia, 107, 166 
Regra de Bernoulli-l’Hopital, 128 
regra de Leibniz, 107 
regras de derivagao, 106 
resolugao numerica, 94 


reta, 12, 24 

inclinagao de, 100 
tangente, 99, 121 
Riemann (Georg Friedrich), 157 

solidos de revolugao, 186 
seno, 17 

fungao, 22 
grafico, 31 
hiperbolico, 59 
substituigao 

trigonometrica, 179 

tangente, 17 
grafico, 32 
hiperbolica, 59 
taxa 

de variagao, 100 
taxa de variagao, 117 
taxas relacionadas, 120 
tempo de meia-vida, 59 
Teorema 

de Rolle, 112 

do valor intermediario, 93 
do valor intermediario para derivada, 113, 
115, 127 

Teorema Fundamental do Calculo, 160, 161 
translagao 

horizontal, 33 
vertical, 33 
trigonometria, 15 

valor absoluto, 8 
variavel 

muda, 157 
variagao, 114 
velocidade 

instantanea, 117 
velocidade 
media, 117 
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